
Малый Мехмат МГУ
Вступительная работа 2025/2026 учебного года

9–11 класс, 07.02.2026. Задачи и решения.

1. Условие. При каких значениях параметра a сумма квадратов действительных
корней уравнения x2 − ax + a + 7 = 0 равна 10?

Ответ. При a = −4.
Решение. Обозначим корни уравнения через x1 и x2. По теореме Виета получа-

ем, что x1 + x2 = a, а x1x2 = a + 7, откуда x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 =

a2 − 2(a + 7) = a2 − 2a − 14. Таким образом, для того, чтобы сумма квадратов
корней исходного уравнения была равна 10, нужно чтобы выполнялось равенство
a2 − 2a − 24 = 0. Корнями этого квадратного уравнения на a являются числа 6
и −4. При a = 6 исходное уравнение принимает вид x2 − 6x + 13 = 0, его дис-
криминант отрицателен, и действительных корней оно не имеет, поэтому a = 6 нам
не подходит. При a = −4 получаем уравнение x2 + 4x + 3 = 0, которое имеет два
действительных корня (−1 и −3). Поэтому ответ — при a = −4.

2. Условие. Найдите наибольший общий делитель всех чисел, имеющих вид:
11n − 6n − 5n, где n — натуральное число, отличное от 1.

Ответ. 30.
Решение. Все числа такого вида делятся на 6, так как

11n − 6n − 5n = (11 − 5)︸ ︷︷ ︸
=6

(11n−1 + 11n−2 · 5 + . . . + 5n−1) − 6n ... 6.

С другой стороны, все они делятся на 5, так как

11n − 6n − 5n = (11 − 6)︸ ︷︷ ︸
=5

(11n−1 + 11n−2 · 6 + . . . + 6n−1) − 5n ... 5.

Следовательно, все такие числа делятся на 30. При n = 2 получаем число 112 −
62 − 52 = 121 − 36 − 25 = 60, поэтому наибольшим общим делителем мо-
жет быть либо 30, либо 60. Но при n = 3 получаем число 113 − 53 − 63 =
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(11 − 5)︸ ︷︷ ︸
=6

.̸.. 4

(112 + 11 · 5 + 52)︸ ︷︷ ︸
̸
... 2

− 63︸︷︷︸
... 4

̸ ... 4, поэтому 60 на роль общего делителя не под-

ходит (так как оно кратно четырём). Следовательно, наибольший общий делитель
чисел такого вида равен 30.

3. Условие. В параллелограмме ABCD точка E — середина стороны AD, точка
F — основание перпендикуляра, опущенного из вершины B на прямую CE. Извест-
но, что AB = 6, ∠BAF = 30◦. Найдите площадь треугольника ABF .

Ответ. 9.
Решение. Пусть K — точка пересечения прямых CE и AB. Тогда треугольники

AEK и DEC равны (так как AE = ED, а углы у этих треугольников равны как
накрест-лежащие и вертикальные). Таким образом, AK = CD = AB = 6, то есть
FA — медиана прямоугольного треугольника BFK, проведённая к гипотенузе BK,
откуда FA = 6. Теперь в треугольнике ABF мы знаем стороны BA и AF (они
равны 6) и угол между ними (он равен 30◦). Отсюда находим площадь: SABF =

1
2
AB · AF · sin∠BAF =

1

2
· 6 · 6 · sin 30◦ = 9.

4. Условие. Задано правило, которое каждой паре чисел x, y ставит в соответ-
ствие некоторое число x ⋆ y, причём для любых x, y, z выполняются тождества:
x ⋆ x = 0, x ⋆ (y ⋆ z) = (x ⋆ y) + z. Найдите 823 ⋆ 712.

Ответ. 111.
Решение. Из второго свойства следует, что x⋆(x⋆x) = (x⋆x)+x. По первому

свойству получаем, что левая часть этого выражения равна x⋆(x⋆x) = x⋆0, тогда
как в правой части будет (x ⋆ x) + x = 0 + x = x, таким образом, x ⋆ 0 = x.
Подставим во втором свойстве z = y, получим x ⋆ (y ⋆ y) = (x ⋆ y) + y. Так как
y ⋆y = 0, а x⋆0 = x, левая часть равна x. Таким образом, x = (x⋆y)+y, откуда
x ⋆ y = x − y, откуда 823 ⋆ 712 = 111.

Замечание: легко видеть, что при таком определении x ⋆ y указанные в условии
свойства действительно выполняются, то есть задача поставлена корректно.
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5. Условие. Является ли значение данного выражения рациональным числом?
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Ответ. Да, так как значение этого выражения равно 1.
Решение. Рассмотрим функцию
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Ясно, что f(x) — многочлен от x степени не выше 2. С другой стороны, легко видеть,
что f(

√
2) = f(

√
3) = f(

√
5) = 1, то есть многочлен f(x)−1 имеет как минимум

три различных корня. Так как степень этого многочлена не превосходит 2, такое
возможно только если этот многочлен тождественно равен нулю. Таким образом,
f(x) = 1 при всех значениях x, включая x =

√
2026.

6. Условие. В каждой клетке бесконечной клетчатой доски написано натураль-
ное число. Оказалось, что в каждой клетке написанное в ней число равно среднему
арифметическому четырёх своих соседей. В одной из клеток написано число 2026.
Какие числа написаны в соседних клетках?

Ответ. 2026
Решение. Пусть n — наименьшее из чисел, написанных на доске. Так как среднее

арифметическое соседних с ним равно n, а все его соседи не превосходят n, то они
тоже равны n. Применяя это рассуждение к соседним клеткам, получим, что на всей
доске написано одно и то же число n.

7. Условие. В произведении (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) . . . (1 + x2026) раскрыли
все скобки и привели подобные слагаемые. Сколько слагаемых получилось?

Ответ.
2026 · 2027

2
+ 1.

Решение. Слагаемые этого выражения будут иметь вид cxm, где c — какой-то
коэффициент, а m — сумма какого-то (возможно, нулевого) количества попарно раз-
личных чисел из набора {1, 2, . . . , 2026}. Ясно, что 0 ⩽ m ⩽ 1 + 2 + . . . + 2026.
Чуть сложнее показать, что все m из этого диапазона будут встречаться. Для этого
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покажем, что из слагаемых 1, 2, 3, . . . N можно получить любое натуральное число
от 1 до N(N+1)

2
, использовав каждое слагаемое не более одного раза. В самом деле,

для N = 1 это верно (база индукции). Пусть для какого-то N верно, что из сла-
гаемых 1, 2, . . . N можно получить все числа от 1 до N(N+1)

2
. Добавим слагаемое

N+1 и покажем, что тогда можно получить числа от N(N+1)

2
+1 = (N+1)(N+2)

2
−N

до N(N+1)

2
+ N + 1 = (N+1)(N+2)

2
− 0. В самом деле, чтобы получить число

(N+1)(N+2)

2
− k, где 1 ⩽ k ⩽ N , достаточно из суммы всех чисел от 1 до N +1 вы-

черкнуть число k. А число (N+1)(N+2)

2
получается как сумма всех доступных чисел.

Таким образом, в рассматриваемом произведении присутствуют слагаемые любой

степени от 0 до 1 + 2 + . . . + 2026 =
2026 · 2027

2
. Поэтому количество слагаемых

будет равно
2026 · 2027

2
+ 1.
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