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1. У Серёжи есть калькулятор, который позволяет умножать число
на 3, прибавлять к числу 3 или (если число делится на 3 нацело)
делить на 3. Докажите, что на этом калькуляторе можно полу-
чить любое натуральное число 𝑥 из числа 1.
База. Покажем, как получить 2:

1 → 1 · 3 → 1 · 3 + 3 = 3 · (1 + 1) → 1 + 1 = 2.

Шаг. Пусть мы умеем делать 𝑥, покажем, как сделать 𝑥 + 1:
𝑥 → 𝑥 · 3 → 𝑥 · 3 + 3 = 3 · (𝑥 + 1) → 𝑥 + 1.
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2. Стороны произвольного выпуклого многоугольника покрашены
снаружи. Проводятся диагонали, так, что никакие три не пере-
секаются в одной точке. Каждая из этих диагоналей тоже покра-
шена с одной стороны. Докажите, что на каждом шаге хотя бы
один из многоугольников, на которые разбит диагоналями ис-
ходный многоугольник, весь покрашен снаружи.
База. Проведена одна диагональ. Эта диагональ покрашена с
одной стороны, тогда она разбивает многоугольник на два: у од-
ного из них все стороны покрашены снаружи, у второго все сто-
роны, кроме одной, покрашены снаружи. Первый многоугольник
искомый.
Шаг. Пусть при проведении 𝑘 диагоналей нашёлся многоуголь-
ник, стороны которого покрашены снаружи. Докажем, что если
провести 𝑘 + 1 диагональ, то тоже найдётся многоугольник, у
которого все стороны покрашены снаружи.
Посмотрим на многоугольник, в котором проведена 𝑘 + 1 диа-
гональ. Назовём одну из диагоналей особенной и уберём её. Пе-
ред нами многоугольник, в котором проведены 𝑘 диагоналей, по
предположению индукции в нём есть «хороший» многоугольник,
у которого все стороны покрашены снаружи. Вернём особенную
диагональ:
1. Она пересекла «хороший» многоугольник, тогда действуем как
в базе и найдём новый многоугольник, у которого все стороны
покрашены снаружи.
2. Она не пересекла «хороший» многоугольник, тогда он и остал-
ся искомым.
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3. На плоскости нарисовано несколько попарно пересекающихся
окружностей (каждая окружность пересекается с любой другой).
Доказать, что эту картинку можно обвести «одним росчерком»,
то есть не проходя по одной дуге два раза и не отрывая каран-
даша от бумаги, и при этом вернуться в начальную точку.
База. На плоскости нарисована одна окружность, можем обве-
сти её «одним росчерком».
Шаг. Пусть если на плоскости нарисовано 𝑘 попарно пересека-
ющихся окружностей, то мы можем обвести их «одним росчер-
ком». Докажем, что сможем сделать то же самое для 𝑘+1 окруж-
ности.
Уберём одну окружность и назовём её особенной. Сейчас на
плоскости нарисовано 𝑘 попарно пересекающихся неособенных
окружностей, по предположению индукции мы можем их обве-
сти. Вернём особенную окружность. Она пересекается со всеми
остальными по условию задачи. Начнём обводить 𝑘 неособенных
окружностей по предположению. Так как мы обведём все неосо-
бенные окружности, то рано или поздно дойдём до точки пере-
сечения особенной окружности и какой-то неособенной. В этот
момент мы обведём особенную окружность, вернёмся в точку
пересечения и продолжим обводить несобенные окружности по
алгоритму из предположения. Тем самым мы обведём все 𝑘 + 1

окружности.
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4. В компании из 𝑛 > 3 человек каждый узнал новый секрет. За
один телефонный разговор двое сообщают друг другу все извест-
ные им секреты. Доказать, что за 2𝑛−4 звонка все могут узнать
все секреты.

База. При 𝑛 = 4 пусть люди звонят друг другу так, как показано
на рисунке. Тогда за 2𝑛 − 4 = 4 звонка они смогут узнать все
секреты. Номера обозначают секреты, которые знают люди.

Шаг. Пусть 𝑘 человек могут сообщить друг другу все секреты
за 2𝑘 − 4 звонков. Докажем, что 𝑘 + 1 человек могут сообщить
друг другу все секреты за 2𝑘 − 2 звонка.
Выберем одного человека и назовём его особенным, пусть у него
будет секрет 𝑥, а у остальных секреты от 1 до 𝑘. Пусть человек с
секретом 𝑥 позвонит человеку с секретом 1. Теперь как в предпо-
ложении индукции 𝑘 неособенных людей обменяются секретами.
В процессе все, кто узнают секрет 1, узнают и секрет 𝑥. По за-
вершении обзвона любой неособенный человек знает все секреты.
Кто угодно звонит особенному человеку и рассказывает ему сек-
реты со 2 по 𝑘. Все знают все секреты и на это потребовалось
1 + 2𝑘 − 4 + 1 = 2𝑘 − 2 звонка.
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5. В прямоугольнике 3 × 𝑛 стоят фишки трёх цветов, по 𝑛 штук
каждого цвета. Доказать, что можно переставить фишки в каж-
дой строке так, чтобы в каждом столбце были фишки всех цве-
тов.
База. 𝑛 = 1, не нужно ничего переставлять таблица уже удовле-
творяет условию задачи.
Шаг. Пусть если в прямоугольнике 3×𝑘 стоят фишки трёх цве-
тов, по 𝑘 штук каждого цвета, то мы можем переставить фишки
так, чтобы в каждом столбце были фишки всех цветов. Докажем,
что если если в прямоугольнике 3 × (𝑘 + 1) стоят фишки трёх
цветов, по 𝑘 + 1 штук каждого цвета, то мы можем переставить
фишки так, чтобы в каждом столбце были фишки всех цветов.
Перед нами прямоугольник 3×(𝑘+1) с фишками трёх цветов, по
𝑘+1 штук каждого цвета. Если мы сможем собрать в последнем
столбике фишки трёх разных цветов, то убрав его, получим пря-
моугольник 3×(𝑘+1) с фишками трёх цветов, по 𝑘+1 штук каж-
дого цвета и тогда сможем применить предположение индукции.
Посмотрим на верхнюю клетку последнего столбика, назовём её
цвет 1. Во второй строчке точно есть фишка не 1 цвета, иначе
фишек 1 цвета было бы хотя бы 𝑘+2. Назовём цвет новой фишки
2 и поставим его в центральную клетку последнего столбика.
1. Если в третьей строчке есть фишка цвета не 1 и не 2, то назо-
вём этот цвет 3 и поставим фишку в нижнюю клетку последнего
столбика.
2. Пусть в третьей строчке есть фишки только 1 и 2 цветов, тогда
либо в первой, либо во второй строчке есть фишка 3 цвета. Пусть
в первой. Тогда поставим в верхнюю клетку фишку цвета 3, а в
нижнюю клетку фишку цвета 1. В ситуации со 2 строчкой дей-
ствуем аналогично.
Мысленно уберём последний столбик и действуем по предполо-
жению индукции.
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6. Условие задачи корректно, ответ верный (если 𝑛 ⩾ 2 ), а ре-
шение содержит ошибку. В нём никак не обосновано, что сре-
ди подаренных букетов нет одинаковых, и это не случайно. При
указанном алгоритме каждый букет без розы и тюльпана будет
подарен один раз до «склеивания» цветов и один раз после «скле-
ивания». Приведём верное решение, указав два способа, один из
которых по индукции, а другой — без неё.

Докажем по индукции, что можно передать все возможные бу-
кеты, причём делать это «по цепочке», то есть если учительница
только что получила букет, то теперь именно она должна делать
следующий подарок» Удобно считать, например, что есть фиш-
ка, которую передают каждый раз вместе с букетом, и дарит
следующий букет та учительница, у которой сейчас фишка.
База индукции. (𝑛 = 2) такая же, как в «решении».
Шаг. Пусть одна учительница (например, с розой) отойдёт в
сторонку. Одной из оставшихся 𝑛 учительниц дадим фишку. По
индукционному предположению среди этих 𝑛 учительниц мож-
но организовать по одному разу дарение всех возможных буке-
тов по цепочке, то есть передавая каждый раз вместе с букетом
фишку. Сделаем это с одним уточнением: самый последний бу-
кет в цепочке надо подарить учительнице с розой. Она заменит
фишку на розу, вернёт букет с добавленной розой той учитель-
нице, которая ей дарила только что, и снова отойдёт в сторонку.
Далее запустим процесс в обратную сторону, но роль фишки бу-
дет играть роза. Это возможно, так как он был организован по
цепочке. Из-за добавленной розы ни один из новых букетов не
совпадёт ни с одним из старых. А два новых букета не совпа-
дут, так как отличаются от старых (которые по индукционному
предположению различны) только наличием розы.


