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Для разбора.

1. Из квадратной таблицы со стороной, равной 2𝑛, где 𝑛 - нату-
ральное число, удалили одну клетку. Докажите, что полученную
фигуру всегда можно разделить на трёхклеточные уголки.

2. Луиза нарисовала на плоскости треугольник. Она провела n пря-
мых, которые разделили треугольник на части. Докажите, что
хотя бы одна из этих частей снова треугольник.

3. Найдите ошибку в решении задачи.
В стране несколько городов соединенных дорогами так, что из
каждого города выходит хотя бы одна дорога. Докажем, что из
любого города можно проехать в любой другой.
База. Если городов 2, то по условию они должны быть связаны
между собой.
Шаг индукции. Пусть для 𝑛 городов все доказано. Добавим
𝑛+1-й город. По условию из этого города ведет дорога в один из
старых 𝑛 городов. Следовательно, до него можно доехать в один
из старых городов, а в тех городах можно добраться из любого
в любой по предположению.
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Задачи для самостоятельного решения.

1. У Серёжи есть калькулятор, который позволяет умножать чис-
ло на 3, прибавлять к числу 3 или (если число делится на 3 на-
цело) делить на 3. Докажите, что на этом калькуляторе можно
получить любое натуральное число 𝑥 из числа 1.

2. Стороны произвольного выпуклого многоугольника покрашены
снаружи. Проводятся диагонали, так, что никакие три не пере-
секаются в одной точке. Каждая из этих диагоналей тоже по-
крашена с одной стороны. Докажите, что на каждом шаге хотя
бы один из многоугольников, на которые разбит диагоналями
исходный многоугольник, весь покрашен снаружи.

3. На плоскости нарисовано несколько попарно пересекающихся
окружностей (каждая окружность пересекается с любой другой).
Доказать, что эту картинку можно обвести «одним росчерком»,
то есть не проходя по одной дуге два раза и не отрывая каран-
даша от бумаги, и при этом вернуться в начальную точку.

4. В компании из 𝑛 > 3 человек каждый узнал новый секрет. За
один телефонный разговор двое сообщают друг другу все извест-
ные им секреты. Доказать, что за 2𝑛−4 звонка все могут узнать
все секреты.

5. В прямоугольнике 3 × 𝑛 стоят фишки трёх цветов, по 𝑛 штук
каждого цвета. Доказать, что можно переставить фишки в каж-
дой строке так, чтобы в каждом столбце были фишки всех цве-
тов.

6. а) Найдите ошибку в решении задачи.
б) Решите задачу правильно.
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Условие. 8 марта каждая из 𝑛 учительниц пришла в школу с
одним цветком. При этом оказалось, что все цветы разные. Каж-
дая учительница может подарить любой другой учительнице все
имеющиеся у неё цветы или их часть. Нельзя дарить букет, ес-
ли букет, состоящий из точно тех же цветов, уже кому-то дари-
ли. Какое наибольшее количество букетов могло быть подарено?
(Один цветок-это тоже букет.)

Ответ: 2𝑛 − 1 букет. Всего из 𝑛 цветков можно составить 2𝑛 − 1

различных букетов. Докажем индукцией по 𝑛, что все эти букеты
могут быть подарены и при этом в конце у каждой учительницы
снова окажется по одному цветку.
База индукции(𝑛 = 2). Пусть первая учительница принесла
розу, а вторая — тюльпан. Тогда первая дарит второй розу, за-
тем вторая первой — оба цветка, а затем первая дарит второй
тюльпан.
Шаг индукции (от 𝑛 к 𝑛+ 1). Пусть первая учительница при-
несла розу. Сначала она стоит в стороне, а все остальные учи-
тельницы дарят друг другу всевозможные букеты без розы со-
гласно алгоритму для 𝑛. Единственная поправка: последний бу-
кет из одного цветка (скажем, тюльпана) дарится первой учи-
тельнице. Далее тюльпан с розой склеиваются в один цветок, и
снова 𝑛 учительниц, у которых есть по одному цветку, дарят их
друг другу согласно алгоритму для 𝑛. В конце учительница с
цветком «роза-тюльпан» дарит розу учительнице без цветка, и
теперь подарено 2 (2𝑛 − 1) + 1 = 2𝑛+1 − 1 букетов и у каждой
учительницы ровно по одному цветку.


