
Малый мехмат 8 класс

Уравнения с целыми числами. Решения

1. Разность квадратов двух натуральных чисел равна 111. Какова
наименьшая возможная сумма этих чисел?
Ответ. 37.
Решение. Пусть 𝑎 > 𝑏 — натуральные числа. Тогда

𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎− 𝑏)(𝑎 + 𝑏) = 111.

Разложим 111 = 1 · 111 = 3 · 37. Числа натуральные и 𝑎 > 𝑏,
значит, 𝑎 − 𝑏 < 𝑎 + 𝑏, тогда сумму либо 111, либо 37. Найдем
такие числа 𝑎, 𝑏 сумма которых 37:{︃

𝑎− 𝑏 = 3,

𝑎 + 𝑏 = 37.

Решая систему, получаем 𝑎 = 20, 𝑏 = 17.

2. Может ли сумма квадратов трёх последовательных натураль-
ных чисел оказаться равной 20000026?
Ответ. Не может.
Решение. Пусть числа равны 𝑎− 1, 𝑎, 𝑎 + 1. Тогда

(𝑎− 1)2 + 𝑎2 + (𝑎 + 1)2 = 𝑎2 − 2𝑎 + 1 + 𝑎2 + 𝑎2 + 2𝑎 + 1 = 3𝑎2 + 2.

Получаем уравнение
3𝑎2 + 2 = 20000026 ⇒ 3𝑎2 = 20000024.

Но число 20000024 не делится на 3, следовательно, уравнение не
имеет целых решений. Значит, такая сумма невозможна.

3. Решите уравнение в целых числах: (𝑎 + 𝑏 + 2)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 4.
Ответ. (𝑎, 𝑏) = (−1,−1), (0,−2), (−2, 0), (2,−4), (−4, 2).
Решение. Раскроем скобки:

𝑎2 + 𝑏2 + 4 + 2𝑎𝑏 + 4𝑎 + 4𝑏 = 𝑎2 + 𝑏2 + 4.

Сокращая, получаем
2𝑎𝑏 + 4𝑎 + 4𝑏 = 0 ⇒ 𝑎𝑏 + 2𝑎 + 2𝑏 = 0.
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Добавим 4:
𝑎𝑏 + 2𝑎 + 2𝑏 + 4 = 4 ⇒ (𝑎 + 2)(𝑏 + 2) = 4.

Перебираем разложения числа 4:
(𝑎 + 2, 𝑏 + 2) = (1, 4), (2, 2), (4, 1), (−1,−4), (−2,−2), (−4,−1).

Отсюда получаем все решения.

4. Может ли разность двух чисел вида 𝑛2+4𝑛 равняться 1998, если
𝑛 — натуральное число?
Ответ. Не может.
Решение. Рассмотрим

(𝑛2 + 4𝑛)− (𝑚2 + 4𝑚) = 1998.

Тогда
(𝑛−𝑚)(𝑛 +𝑚 + 4) = 1998.

Обратим внимание на то, что числа 𝑛−𝑚 и 𝑛+𝑚, а следователь-
но и 𝑛 − 𝑚 и 𝑛 + 𝑚 + 4, одной чётности. Раз их перемножение
1998, чётное число, то оба эти числа чётные. Если обе скобки
чётные числа, то их перемножение делится на 4. Но число 1998
не делится на 4.

5. Может ли сумма квадратов каких-либо пяти последовательных
целых чисел оказаться квадратом какого-нибудь целого числа?
Ответ. Не может.
Решение. Пусть числа равны 𝑎− 2, 𝑎− 1, 𝑎, 𝑎 + 1, 𝑎 + 2. Тогда

(𝑎− 2)2 + (𝑎− 1)2 + 𝑎2 + (𝑎 + 1)2 + (𝑎 + 2)2 = 5𝑎2 + 10 = 5(𝑎2 + 2).

Предположим, что это квадрат:
5(𝑎2 + 2) = 𝑥2.

Тогда 𝑥2 делится на 5, значит 𝑥 делится на 5, то есть 𝑥2 делится
на 25. Тогда 𝑎2 + 2 делится на 5. Но квадраты по модулю 5 да-
ют остатки 0, 1, 4, значит 𝑎2 + 2 даёт остатки 2, 3, 1, ни один из
которых не равен 0. Противоречие.
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6. Пусть 𝑎 и 𝑏 — целые числа. Докажите, что если 𝑎2 + 9𝑎𝑏 + 𝑏2

делится на 11, то и 𝑎2 − 𝑏2 делится на 11.
Решение. Преобразуем:

𝑎2 + 9𝑎𝑏 + 𝑏2 = (𝑎− 𝑏)2 + 11𝑎𝑏.

Если это выражение делится на 11, то (𝑎− 𝑏)2 делится на 11. Так
как 11 — простое число, то 𝑎− 𝑏 делится на 11. Тогда

𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎− 𝑏)(𝑎 + 𝑏)

также делится на 11.

7. Найдите какие-нибудь четыре попарно различных натуральных
числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, для которых числа 𝑎2 + 2𝑐𝑑 + 𝑏2 и 𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 𝑑2

являются квадратами натуральных чисел.
Ответ. Например, 𝑎 = 1, 𝑏 = 6, 𝑐 = 2, 𝑑 = 3.
Решение. Достаточно подобрать числа так, чтобы 𝑎𝑏 = 𝑐𝑑. То-
гда

𝑎2 + 2𝑐𝑑 + 𝑏2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)2,

𝑐2 + 2𝑎𝑏 + 𝑑2 = 𝑐2 + 2𝑐𝑑 + 𝑑2 = (𝑐 + 𝑑)2.

Например, 6 = 1 · 6 = 2 · 3.

8. При каких натуральных значениях 𝑘 оба выражения 4𝑘 + 5 и
9𝑘 + 4 одновременно являются квадратами натуральных чисел?
Ответ. 𝑘 = 5.
Решение. Пусть 4𝑘+5 = 𝑚2 и 9𝑘+4 = 𝑛2, где 𝑚 и 𝑛 — некоторые
натуральные числа. Выразим 𝑘 из первого равенства и подставим
во второе:

9 · 𝑚
2 − 5

4
+ 4 = 𝑛2 ⇐⇒ 9𝑚2 − 4𝑛2 = 29 ⇐⇒

⇐⇒ (3𝑚− 2𝑛)(3𝑚 + 2𝑛) = 29 ⇐⇒

{︃
3𝑚− 2𝑛 = 1,

3𝑚 + 2𝑛 = 29.

так как 29 — простое число и 3𝑚 − 2𝑛 < 3𝑚 + 2𝑛. Единствен-
ным решением этой системы является пара чисел 𝑚 = 5, 𝑛 = 7.
Тогда 𝑘 = 5.


