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Графы. Деревья. Решения

1. Нарисуйте все деревья с пятью вершинами. Объясните, почему
других деревьев нет.
Решение. В дереве с 5 вершинами 4 ребра. Будем перебирать
варианты по цепочке максимальной длины. См. картинку.

2. В связном графе все вершины имеют степень три. Докажите,
что в нём есть цикл.
Решение. Предположим, что циклов нет. Тогда граф – дере-
во. В дереве есть вершина степени 1, но по условию все степени
равны 3. Противоречие. Следовательно, в графе есть цикл.

3. Докажите, что в дереве (в котором больше одной вершины) най-
дутся хотя бы две висячие вершины.
Решение. Граф является деревом, поэтому в нём уже есть од-
на висячая вершина. Рассмотрим её. Начнём двигаться из неё по
графу: перейдём по единственному ребру в соседнюю вершину.
Если эта вершина висячая, то мы уже нашли вторую висячую
вершину. Если нет, то из неё можно выйти по другому ребру, не
по тому, по которому мы пришли, и перейти дальше.
Будем продолжать этот процесс. Количество вершин в графе ко-
нечно. Кроме того, в дереве нет циклов, значит, мы не можем по-
пасть в вершину, в которой уже были. Следовательно, рано или
поздно наше движение закончится.
Закончиться оно может только в висячей вершине: если бы вер-
шина не была висячей, то из неё можно было бы пойти дальше
по новому ребру.



Малый мехмат 8 класс

Итак, мы начали с одной висячей вершины и пришли в другую
висячую вершину. Значит, в дереве есть хотя бы две висячие вер-
шины.

4. В дереве есть 100 вершин степени 3, 150 вершин степени 4, а все
остальные вершины — висячие. Сколько их?
Решение. Посчитаем количество рёбер в графе двумя способа-
ми: через лемму о рукопожатиях и через факт о количестве рёбер
в деревьях. Пусть 𝑥 — число висячих вершин. В первом случе:

100 · 3 + 150 · 4 + 𝑥

2
.

С другой стороны:
100 + 150 + 𝑥− 1 = 249 + 𝑥.

Тогда:
100 · 3 + 150 · 4 + 𝑥 · 1 = 2(249 + 𝑥).

Решаем уравнение и получаем ответ 𝑥 = 402.

5. На юге некоторой страны 15 небольших деревень, некоторые из
них соединены дорогами. Дороги бывают трёх типов: асфальто-
вые, грунтовые и брусчатка. Известно, что если закрыть все ас-
фальтовые дороги, то из любого города в любой другой всё равно
можно будет добраться. То же самое верно и для грунтовых, и
для брусчатки. Какое наименьшее количество дорог может быть
в стране?
Решение. Пусть 𝐴,𝐺,𝐵 — числа дорог трёх типов. Если убрать
все асфальтовые дороги, то граф остаётся связным, значит

𝐺 +𝐵 ≥ 14.

Аналогично, 𝐴+𝐺 ≥ 14, 𝐴+𝐵 ≥ 14. Складывая, получаем:
2(𝐴 +𝐺 +𝐵) ≥ 42,

𝐴 +𝐺 +𝐵 ≥ 21.
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Пример с 21 дорогой существует, см. картинку.

6. На севере некоторой страны много небольших деревень и же-
лезных дорог, которые их соединяют. Из любой деревни можно
доехать до любой другой, может с пересадками. Докажите, что
можно закрыть железнодорожное сообщение с одной деревней,
но всё равно любые другие две деревни будут связаны железно-
дорожным путём.
Решение. Переведем задачу на язык графов: вершины — дерев-
ни, ребра — железные дороги. Будем удалять из каждого цикла
по одному ребру. При этом граф останется связным, так как вме-
сто удалённого ребра можно пройти по остальной части цикла.
Продолжая этот процесс, получим связный граф без циклов, то
есть дерево. В дереве есть висячая вершина. Если удалить эту
вершину вместе с её единственным ребром, то оставшийся граф
останется связным.
Значит, можно закрыть железнодорожное сообщение с одной де-
ревней (той, что является висячей вершиной в выделенном де-
реве) так, что любые две другие деревни всё равно останутся
связанными.
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7. В некоторой стране 100 городов, некоторые из которых соеди-
нены авиалиниями. Известно, что от любого города можно доле-
теть до любого другого (возможно, с пересадками). Докажите,
что можно побывать в каждом городе, совершив не более а) 198;
б) 196 перелетов.
Решение. Выделим в графе дерево (в нём 100 вершин и 99 рё-
бер) и будем работать только с ним.
Подвесим дерево за вершину: выберем корень и разобьём верши-
ны по уровням (на уровне 𝑘 находятся вершины, соединённые с
уровнем 𝑘 − 1, но не лежащие на уровне 𝑘 − 2).
Будем обходить дерево так: из текущей вершины идём вниз по
ещё не пройденному ребру; если таких нет — возвращаемся на-
зад. Дойдя до тупика, поднимаемся до ближайшей развилки и
идём по следующему направлению. Так посетим все вершины.
а) При таком обходе каждое ребро проходится не более двух раз
(вниз и обратно), значит не более 2 · 99 = 198 перелётов.
б) Если подвесить дерево за висячую вершину и начать обход
с неё, то её ребро пройдём один раз. Закончив обход в висячей
вершине, последнее ребро тоже пройдём один раз. Остальные —
не более двух раз. Поэтому всего не более 2 · 99− 2 = 196.

8. Назовём граф интересным, если при любом разбиении его вер-
шин на две непустые части, найдётся две вершины из разных
частей, которые не соединены ребром. Дан интересный граф на
20 вершинах. Докажите, что к нему можно добавить несколько
рёбер (возможно, ноль) так, чтобы граф остался интересным и
количество рёбер равнялось 171.
Решение. Назовём антирёбрами пары вершин, не соединённые
ребром. Рассмотрим граф на тех же вершинах, рёбрами которого
являются антирёбра исходного графа.
Покажем, что этот граф связен. Действительно, если бы он был
несвязен, то его вершины можно было бы разбить на две непу-
стые части так, что между ними нет антирёбер. Значит, любая
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пара вершин из разных частей соединена ребром в исходном гра-
фе, что противоречит условию «интересности». Следовательно,
граф антирёбер связен.
Значит, в нём не менее 19 рёбер (так как он связен и содержит 20

вершин). Всего на 20 вершинах возможно 2
20 = 190 пар вершин.

Из них не менее 19 должны остаться антирёбрами, чтобы граф
антирёбер оставался связным.
Следовательно, число рёбер исходного графа не превосходит
190− 19 = 171.

Теперь добавим рёбра в исходный граф так, чтобы число антирё-
бер стало ровно 19, причём они образовывали связный граф (на-
пример, оставим остовное дерево в графе антирёбер). Тогда граф
антирёбер останется связным, а значит, исходный граф останет-
ся интересным. При этом число рёбер исходного графа станет
равно 190− 19 = 171.


