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Путём в графе от вершины А до вершины В назовем такую
последовательность рёбер графа, в которой каждые два соседних
ребра имеют общую вершину, и никакое ребро не встречается
более одного раза, А — начало пути, В — конец.

Циклом называется путь, у которого начало и конец совпадают.

Дерево — cвязный граф без циклов.

Теорема 1. В любом дереве (в котором более одной вершины)
есть вершина, из которой выходит ровно одно ребро. Такую вер-
шину называют висячей.

Теорема 2. В дереве на 𝑛 вершинах 𝑛− 1 ребро.

Теорема 3. Из любого связного графа можно удалить часть
рёбер так, чтобы осталось дерево.

Следствие. В связном графе на 𝑛 вершинах хотя бы 𝑛−1 ребро.

Задачи для самостоятельного решения.

1. Нарисуйте все деревья с пятью вершинами. Объясните, почему
других деревьев нет.

2. В связном графе все вершины имеют степень три. Докажите,
что в нём есть цикл.

3. Докажите, что в дереве (в котором больше одной вершины) най-
дутся хотя бы две висячие вершины.

4. В дереве есть 100 вершин степени 3, 150 вершин степени 4, а все
остальные вершины — висячие. Сколько их?

5. На юге некоторой страны 15 небольших деревень, некоторые из
них соединены дорогами. Дороги бывают трёх типов: асфальто-
вые, грунтовые и брусчатка. Известно, что если закрыть все ас-
фальтовые дороги, то из любого города в любой другой всё равно
можно будет добраться. То же самое верно и для грунтовых, и
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для брусчатки. Какое наименьшее количество дорог может быть
в стране?

6. На севере некоторой страны много небольших деревень и же-
лезных дорог, которые их соединяют. Из любой деревни можно
доехать до любой другой, может с пересадками. Докажите, что
можно закрыть железнодорожное сообщение с одной деревней,
но всё равно любые другие две деревни будут связаны железно-
дорожным путём.

7. В некоторой стране 100 городов, некоторые из которых соеди-
нены авиалиниями. Известно, что от любого города можно доле-
теть до любого другого (возможно, с пересадками). Докажите,
что можно побывать в каждом городе, совершив не более а) 198;
б) 196 перелетов.

8. Назовём граф интересным, если при любом разбиении его вер-
шин на две непустые части, найдётся две вершины из разных
частей, которые не соединены ребром. Дан интересный граф на
20 вершинах. Докажите, что к нему можно добавить несколько
рёбер (возможно, ноль) так, чтобы граф остался интересным и
количество рёбер равнялось 171.


