
Малый мехмат 8 класс

Отметим середину. Решения

Все рисунки в решениях следует воспринимать так: чёрное —
дано, синее — мы провели или увидели равенство отрезков/углов,
красное — провели или увидели после синего. Абсолютно точным
это правило не является, но в целом сначала смотрим на чёрное,
потом на синее, затем на красное.

1. Точка 𝑀 – середина стороны 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶. На сто-
роне 𝐴𝐵 взяли такую точку 𝐾, что угол ∠𝐴𝐾𝑀 = ∠𝐵𝐴𝐶.
Найдите длину отрезка 𝑀𝐾, если 𝐴𝐶 = 2026.
Ответ. 1013.
Решение.

Пусть точка 𝑁 — середина стороны 𝐴𝐵. Тогда 𝑁𝑀 — средняя
линия треугольника 𝐴𝐵𝐶, значит, 𝑀𝑁 ‖ 𝐴𝐶 и 𝑀𝑁 = 1

2𝐴𝐶 =

1013. Заметим, что ∠𝐾𝑁𝑀 = ∠𝐵𝐴𝐶 (как соответственные),
следовательно, ∠𝐴𝐾𝑀 = ∠𝐾𝑁𝑀 и △𝐾𝑁𝑀 равнобедренный с
основанием 𝐾𝑁 . Отсюда 𝐾𝑀 = 𝑁𝑀 = 1013.
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2. Дан четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точки 𝑀 и 𝐾 – середины его
сторон 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶. Известно, что ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐷 = 90∘. Дока-
жите, что прямая 𝑀𝐾 ⊥ 𝐵𝐶.
Решение.

Проведём отрезки 𝐵𝑀 и 𝐶𝑀 , являющиеся медианами прямо-
угольных треугольников 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐶𝐷 соответственно, прове-
дёнными из вершины прямого угла к гипотенузе. Таким образом,
𝐵𝑀 = 1

2𝐴𝐷 = 𝐶𝑀 . Следовательно, треугольник 𝐵𝑀𝐶 равно-
бедренный с основанием 𝐵𝐶, 𝐾𝑀 — медиана, а значит и высота.
Отсюда 𝐾𝑀 ⊥ 𝐵𝐶, что и требовалось доказать.

3. На стороне 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отметили точки 𝐾 и 𝐿 так,
что 𝐾𝐿 = 𝐵𝐶 и 𝐴𝐾 = 𝐿𝐵. Докажите, что отрезок 𝐾𝐿 виден
из середины 𝑀 стороны 𝐴𝐶 под прямым углом.
Решение.

1) Пусть точка 𝑁 — середина отрезка 𝐾𝑁 , тогда 𝑁 также явля-
ется серединой стороны 𝐴𝐵 (кстати, не имеет значения, в каком
порядке расположены точки 𝐾 и 𝐿 на стороне 𝐴𝐵).
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2) Рассмотрим отрезок 𝑀𝑁 . Он является средней линией тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶, значит 𝑀𝑁 = 1

2𝐵𝐶 = 1
2𝐾𝐿. Получается, что

медиана в треугольнике 𝐾𝑀𝐿 равна половине стороны 𝐾𝐿, к
которой она проведена. Значит, ∠𝐾𝑀𝐿 = 90∘, что и требова-
лось доказать.

4. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 медиана 𝐵𝑀 равна стороне 𝐴𝐶. На про-
должениях сторон 𝐵𝐴 и 𝐴𝐶 за точки 𝐴 и 𝐶 выбраны соответ-
ственно точки 𝐷 и 𝐸, причём 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 и 𝐶𝐸 = 𝐶𝑀 . Докажите,
что прямые 𝐷𝑀 и 𝐵𝐸 перпендикулярны.
Решение.

1) Пусть точка 𝑁 — середина отрезка 𝐵𝑀 . Тогда согласно усло-
вию 𝐵𝑁 = 𝑁𝑀 = 𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 = 𝐶𝐸. Значит отрезки 𝐴𝑁 и
𝑁𝐶 являются средними линиями треугольников 𝐷𝐵𝑀 и 𝐵𝑀𝐸

соответственно, следовательно, 𝐴𝑁 ‖ 𝐷𝑀 и 𝑁𝐶 ‖ 𝐵𝐸.
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2) Поскольку параллельные переносы не изменяют углов между
прямыми (несложное докзаательство данного факта мы оставля-
ем читателю), то достатоно доказать перпендикулярность пря-
мых 𝐴𝑁 и 𝑁𝐶. Поскольку 𝑁𝑀 = 𝐴𝑀 = 𝑀𝐶, то ∠𝐴𝑁𝐶 = 90∘,
что завершает доказательство.

5. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 взята точка 𝑃 так, что ∠𝑃𝐴𝐶 =

∠𝑃𝐵𝐶. Из точки 𝑃 на стороны 𝐵𝐶 и 𝐶𝐴 опущены перпенди-
куляры 𝑃𝑀 и 𝑃𝐾 соответственно. Пусть 𝐷 — середина сторо-
ны 𝐴𝐵. Докажите, что 𝐷𝐾 = 𝐷𝑀 .
Решение.

1) Пусть точки 𝑇 и 𝐿 — середины отрезков 𝐴𝑃 и 𝑃𝐵 соответ-
ственно. Тогда 𝐾𝑇 = 𝐴𝑇 = 𝑇𝑃 и 𝑀𝐿 = 𝑃𝐿 = 𝐿𝐵. Заме-
тим, что 𝑇𝐷 и 𝐷𝐿 являются средними линиями треугольника



Малый мехмат 8 класс

𝐴𝐵𝑃 , следовательно, 𝑇𝐷 = 1
2𝑃𝐵 и 𝐷𝐿 = 1

2𝐴𝑃 . Итого имеем
𝐾𝑇 = 𝐴𝑇 = 𝑇𝑃 = 𝐷𝐿 и 𝑀𝐿 = 𝑃𝐿 = 𝐿𝐵 = 𝑇𝐷.

2) Пусть ∠𝑃𝐴𝐶 = ∠𝑃𝐵𝐶 = 𝛼. Тогда ∠𝐴𝐾𝑇 = ∠𝐵𝑀𝐿 =

𝛼 (углы при основании р/б треугольников), значит ∠𝐾𝑇𝑃 =

∠𝑀𝐿𝑃 = 2𝛼 (по теореме о внешнем угле). Также заметим, что
∠𝑃𝑇𝐷 = ∠𝑃𝐿𝐷 как противоположные углы параллелограмма
(по признаку равенства противоположных сторон) 𝑃𝑇𝐷𝐿.

3) В итоге треугольники 𝐾𝑇𝐷 и 𝑀𝐿𝐷 равны по двум сторо-
нам и углу между ними, значит 𝐾𝐷 = 𝑀𝐷, что и требовалось
доказать.

6. Внутри параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 отметили точку 𝐸 так, что
𝐶𝐷 = 𝐶𝐸. Докажите, что прямая 𝐷𝐸 перпендикулярна прямой,
проходящей через середины отрезков 𝐴𝐸 и 𝐵𝐶.
Решение.

1) Пусть точки 𝑀 и 𝑁 — середины отрезков 𝐴𝐸 и 𝐵𝐶 соответ-
ственно. Отметим точку 𝐾 — середину отрезка 𝐴𝐷. очевидно,
что 𝑁𝐾 ‖ 𝐶𝐷 и 𝑁𝐾 = 𝐶𝐷.
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2) 𝑀𝐾 — средняя линия треугольника 𝐴𝐸𝐷, следовательно,
𝑀𝐾 ‖ 𝐸𝐷 и 𝑀𝐾 = 1

2𝐸𝐷.

3) Пусть точка 𝐹 — середина 𝐸𝐷. Тогда 𝐸𝐹 = 𝐹𝐷 = 𝑀𝐾 и
𝐶𝐹 ⊥ 𝐸𝐷 (т.к. △𝐸𝐶𝐷 — р/б).

4) Поскольку 𝐶𝐷 ‖ 𝑁𝐾 и 𝐹𝐷 ‖ 𝑀𝐾, то ∠𝐶𝐷𝐹 = ∠𝑁𝐾𝑀 (мы
упоминали этот факт в решении задачи 4).

5) Итого, 𝑀𝐾 = 𝐹𝐷, 𝑁𝐾 = 𝐶𝐷, ∠𝑁𝐾𝑀 = ∠𝐶𝐷𝐹 , следова-
тельно, треугольники 𝑁𝐾𝑀 и 𝐶𝐷𝐹 равны по первому признаку,
значит ∠𝑁𝑀𝐾 = ∠𝐶𝐹𝐷 = 90∘, что и требовалось доказать.

7. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 взята такая точка 𝑀 , что 𝐴𝑀 =
1
2𝐴𝐵, а 𝐶𝑀 = 1

2𝐵𝐶. Точки 𝐶0 и 𝐴0 взяты на отрезках 𝐴𝐵 и
𝐶𝐵 соответственно, причем 𝐵𝐶0 : 𝐶0𝐴 = 𝐵𝐴0 : 𝐴0𝐶 = 3 : 1.
Докажите, что 𝑀 равноудалена от 𝐶0 и 𝐴0.
Решение.

1) Отметим несколько вспомогательных точек. Пусть точки
𝐶0, 𝑇, 𝐶1 делят отрезок 𝐴𝐵 на четыре равные части, точки
𝐴0, 𝐾,𝐴1 делят отрезок 𝐵𝐶 на четыре равные части, точки 𝑃

и 𝑄 — середины отрезков 𝐴𝑀 и 𝑀𝐶 соответственно.
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2) Из условия и построения следует, что 𝐴𝐶0 = 𝐶𝑜𝑇 = 𝑇𝐶1 =

𝐶1𝐵 = 𝐴𝑃 = 𝑃𝑀 и 𝐶𝐴0 = 𝐴0𝐾 = 𝐾𝐴1 = 𝐴1𝐵 = 𝐶𝑄 = 𝑄𝑀 .

3) 𝑃𝑇 и 𝑄𝐾 — средние линии треугольников 𝐴𝐵𝑀 и 𝐶𝐵𝑀

соответственно, следовательно, 𝑃𝑇 = 1
2𝐵𝑀 = 𝑄𝐾.

4) Треугольники 𝐴𝑇𝑀 и 𝐶𝐾𝑀 — равнобедренные. Медианы
равнобедренных треугольников, проведённые к боковым сторо-
нам, равны между собой (докажите этот факт в качестве упраж-
нения), значит 𝑀𝐶0 = 𝑇𝑃 = 𝐾𝑄 = 𝑀𝐴0, что и требовалось
доказать.


