
Малый мехмат 8 класс

Делители – 2. Решения
8 ноября 2025

1. Иван выписал все делители числа 1440000 записал их в порядке
возрастания. Какое число стоит на 130-м месте? А на 68-м?
Ответ. 𝑑130 = 240000 и 𝑑68 = 1200.
Решение. У числа 1440000 делителей 135 шт. Известно, что 𝑑6 ·
𝑑130 = 1440000, так же 𝑑6 = 6. Отсюда найдём 𝑑130. Делитель
𝑑68 в произведении сам с собой даёт исходное число, поэтому
𝑑68 = 1200.

2. Про натуральное число 𝑁 известно, что самый большой его
собственный делитель на 1 больше его самого маленького соб-
ственного делителя. Чему может быть равно 𝑁?
Ответ. 6.
Решение. Наименьший собственный делитель – 𝑝, тогда наи-
больший – 𝑝+ 1. Произведение наибольшего и наименьшего соб-
ственных делителей равно самому числу, тогда число имеет вид
𝑝 · (𝑝 + 1). Если 𝑝 = 2, то 𝑁 = 6. Если 𝑝 ̸= 2, то 𝑝 – нечётное
простое, тогда 𝑝+1 делится на 2, значит, и 𝑁 делится на 2, тогда
его наименьший собственный делитель равен 2. Противоречие.

3. Найдите все четырёхзначные числа, у которых наибольший соб-
ственный делитель в 49 раз больше наименьшего собственного
делителя.
Ответ. 1225 и 2401.
Решение. Наименьший собственный делитель – 𝑝, тогда наи-
больший – 49𝑝. Произведение наибольшего и наименьшего соб-
ственных делителей равно самому числу, тогда число имеет вид
49𝑝2. Обратим внимание на то, что 49𝑝2 делится на 7, значит,
𝑝 ⩽ 7. Искомое число будет четырёхзначным при 𝑝 = 5 и 𝑝 = 7.

4. Три наименьших натуральных делителя натурального числа 𝑁

— это 𝑑1 < 𝑑2 < 𝑑3. Известно, что 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 = 57. Найдите все
возможные значения, которые может принимать 𝑑2.
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Ответ. 3, 7, 13, 19.
Решение. 𝑑1 = 1, 𝑑2 + 𝑑3 = 56, где 𝑑2 и 𝑑3 либо два различных
простых, либо простое и его квадрат. В первом случае получаем
𝑝+𝑝2 = 56, тогда 𝑝 = 7, 𝑑2 = 7. Во втором случае имеем 𝑝+𝑞 = 56,
с помощью перебора можно убедиться, что 56 представляется в
виде суммы двух простых только как 3 + 53 = 13 + 43 = 19 + 37.

5. На столе лежат карточки, на которых написаны по разу все де-
лители числа 2000, причём на каждой карточке написан один из
делителей. Миша и Максим по очереди берут себе по одной кар-
точке. Проигрывает тот, у кого число на одной из его карточек
делится на число на другой из его карточек. Начинает Максим.
Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ. Миша (второй).
Решение. Поделим все карточки на пары: 𝑑 и 2000

𝑑 . Все карточки
разобьются на пары, так как 2000 не является квадратом. Будем
играть за второго и брать каждым ходом парную карточку к
карточке первого. Если вдруг у нас оказались два числа 𝑥 и 𝑦

такие, что 𝑥 кратно 𝑦, то у нашего соперника уже было два числа
2000
𝑥 и 2000

𝑦 , причём 2000
𝑦 кратно 2000

𝑥 , так как 2000
𝑦 : 2000

𝑥 = 𝑥
𝑦 - целое,

так как 𝑥 кратно 𝑦, то есть первый бы уже проиграл. Значит, у
нас всегда есть ход, а так как игра конечна, то мы выиграем.

6. У натурального числа нашли наибольший и наименьший соб-
ственные делители. Разница между этими делителями равна
2025. Чему равно исходное число?
Ответ. 𝑛 = 4054

Решение. Пусть исходное число равно 𝑛. Если 𝑛 нечетно, то
все его делители тоже нечётные, а значит разность любых двух
четна. Получается, 𝑛 обязательно чётно. Тогда его наименьший
делитель равен 2, а наибольший – 𝑛

2 . Получается, 𝑛
2 − 2 = 2025,

то есть 𝑛 = 2 · 2025 + 4 = 4054.
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7. Найдите все натуральные числа 𝑛 и 𝑚 такие, что если
𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < . . . < 𝑎𝑘 — все собственные делители 𝑛, и
𝑏1 < 𝑏2 < ... < 𝑏𝑡 — все собственные делители числа 𝑚, то 𝑘 = 𝑡,
а также |𝑎𝑖 − 𝑏𝑖| = 1 для каждого натурального 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘.
Ответ. (4, 9), (8, 15), (32, 45) и наоборот.
Решение. Заметим, что числа 𝑎1 и 𝑏1 - наименьшие простые де-
лители 𝑛 и 𝑚 соответственно. Тогда одно из них равно 2, а второе
– 3. Не умаляя общности, 𝑎1 = 2, 𝑏1 = 3. Тогда у числа 𝑚 все де-
лители нечётные. Значит, все делители числа 𝑛 чётные. То есть
𝑛 = 2ℓ для некоторого натурального ℓ.
Если 𝑘 = 1, то 𝑛 = 4,𝑚 = 9. Иначе понятно, что 𝑎2 = 4 и
𝑏2 = 4 + 1 = 5. Если 𝑘 = 2, то 𝑚 = 15, 𝑛 = 8. Если 𝑘 = 3, полу-
чаем, что 𝑏3 = 9, так как 𝑏3 должно делиться на 3 или на 5. Но
тогда у числа 𝑚 найдётся ещё один ранее не учтённый делитель
– число 15. Противоречие.
Далее считаем, что 𝑘 ⩾ 4. Тогда, так как 𝑏1𝑏𝑘 = 𝑏2𝑏𝑘−1, получаем,
что 3

(︀
2ℓ−1 ± 1

)︀
= 5

(︀
2ℓ−2 ± 1

)︀
. По модулю 2ℓ−2 имеем: ±3± 5 де-

лится на 2ℓ−2 при некоторой расстановке знаков, откуда ℓ−2 ⩽ 3,
то есть ℓ ⩽ 5. Но поскольку 𝑘 ⩾ 4, тогда ℓ = 5. Получаем, что
𝑏4 = 24 − 1 = 15 (так как 𝑏4 делится на 3 или на 5 ), то есть,
𝑏3 = 9. Отсюда получаем: 𝑚 = 45, 𝑛 = 32.


