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1. Можно ли расставить числа от 1 до 7 по кругу так, чтобы каждое делилось
на разность своих соседей?

Ответ. Да.

Решение. Надо аккуратно проверить пример, их бывает много разных.

2. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 известны углы ∠𝐵𝐴𝐶 = 54∘ и ∠𝐴𝐶𝐵 = 45∘. Точка 𝐷
на отрезке 𝐵𝐶 и 𝐸 на отрезке 𝐴𝐷 таковы, что 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 и 𝐵𝐸 = 𝐵𝐷. Пусть
𝐹 — точка пересечения прямых 𝐵𝐸 и 𝐴𝐶. Докажите, что треугольник 𝐴𝐷𝐹
равнобедренный.

Решение. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 угол ∠𝐴𝐵𝐶 =
81∘. В равнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐷 углы
∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐵𝐷 = 81∘, поэтому ∠𝐷𝐴𝐵 = 18∘.
Тогда ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝐵 − ∠𝐷𝐴𝐵 = 36∘. В рав-
нобедренном треугольнике 𝐵𝐸𝐷 углы ∠𝐵𝐸𝐷 =
∠𝐵𝐷𝐸 = 81∘, поэтому ∠𝐷𝐵𝐸 = 18∘. Отсюда
∠𝐴𝐵𝐹 = ∠𝐴𝐵𝐶 − ∠𝐸𝐵𝐷 = 63∘. В треугольнике
𝐴𝐵𝐹 углы ∠𝐴𝐵𝐹 = 63∘ и ∠𝐹𝐴𝐵 = 54∘, поэтому
∠𝐴𝐹𝐵 = 63∘. Таким образом, треугольник 𝐴𝐵𝐹

равнобедренный с 𝐴𝐹 = 𝐴𝐵. Так как 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 и 𝐴𝐹 = 𝐴𝐵, то 𝐴𝐹 = 𝐴𝐷,
и треугольник 𝐴𝐹𝐷 равнобедренный.

3. У Гриши есть 100 карточек с различными натуральными числами от 1 до
100. Он хочет выбрать несколько из них и разложить в ряд так, чтобы любые
два числа на соседних карточках в этом ряду отличались хотя бы на 60.
Какое наибольшее число своих карточек может использовать Гриша?

Ответ. 80 карточек.

Решение. Карточки с числами от 41 до 60 не могут быть использова-
ны, т.к. для них не существует чисел от 1 до 100, отличающихся хо-
тя бы на 60. Остальные 80 чисел можно расставить следующим образом:
61, 1, 62, 2, . . . , 99, 39, 100, 40.

4. Сколькими способами можно покрасить не менее одной клетки доски 2× 4
так, чтобы никакие две покрашенные клетки не имели общей стороны?

Ответ. 40.

Решение. Если закрашена одна клетка, то есть 8 способов. Если две, то
8·7
2 − 4 − 6 = 18 – количество всех пар минус количество доминошек. Если

три, то в одном из квадратов 2× 2 будут закрашены 2 клетки по диагонали,
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а в другом будет 3 варианта закрасить третью клетку, итого 2 · 2 · 3 = 12.
Если 4 клетки, то подойдут только два способа закрасить клетки на одном
из цветов при шахматной раскраске. Итого 8 + 18 + 12 + 2 = 40 способов.

5. На доске написано 47-значное число без нулей. Всегда ли Богдан Алексеевич
может вычеркнуть из него несколько цифр так, чтобы полученное число
делилось на 10101?

Ответ: Да.
Решение: По принципу Дирихле среди 47 цифр найдётся хотя бы 6 оди-
наковых. Богдан Алексеевич вычеркнет все цифры, кроме этих 6 одинако-
вых, тем самым получит число вида 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎. Его можно представить так:
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 · 10101.

6. Назовём факториал составным, если его можно представить в виде произве-
дения нескольких других факториалов, больших 1. Например, 4! = 3! · 2! · 2!,
поэтому 4! — составной факториал. Факториалы, которые так представить
нельзя, назовём простыми. Существует ли составной факториал, который
можно двумя разными способами представить в виде произведения простых
факториалов?

Ответ: Да, существует.
Решение: Докажем, что 16! подходит. 16! = 14! · 5! · 2! = 15! · 2! · 2! · 2! · 2!.
Осталось понять, что все множители это простые факториалы. Знаем,
что 2! – простой, 5! – простой, так как ни один из меньших факториалов
не делится на 5. Предположим, что 14! составной. Знаем, что 14! делится на
13, значит, если он составной, то он равен 13! · 14, но 14 не представляется
в виде произведения факториала. Теперь предположим, что 15! составной.
Если он составной, то 15! = 13! · 210 или 14! · 15, но 15 не представляется в
виде произведения факториалов, а 210 делится на 7, но при этом меньше 7!.


