
Малый мехмат МГУ, 7 класс

Занятие 17. Шаг за шагом (11.04.2026)
Ответы и решения задач

17.1. На бесконечной тропинке через каждый метр нарисована метка. На одной
из них сидит Кузнечик, который умеет прыгать влево на 7 м, а вправо —
на 4 м. а) Как Кузнечику перепрыгнуть на 1 м правее? б) А на 1 м левее?
в) Докажите, что он сможет допрыгать до любой метки.
Решение.
а) +1 = −7 + 4 + 4.
б) −1 = 3 · (−7) + 5 · 4.
в) Используем пункты а) и б): если кузнечик может переместиться на одну
клетку влево и на одну клетку вправо, то может переместиться и на сколько
угодно клеток в любую сторону.

17.2. В мешке 64 кг гвоздей. Как при помощи чашечных весов без гирь отвесить:
а) 32 кг гвоздей; б) 8 кг гвоздей; в) 23 кг гвоздей; г) n кг гвоздей (n — любое
целое число от 1 до 64)?
Решение.
а) Высыпать все гвозди на одну чашу весов и по одному перекладывать на дру-
гую до тех пор, пока весы не придут в равновесие.
б) Повторяем процедуру из пункта а) ещё дважды.
в) Вышеописанным способом можно получить кучки гвоздей массой
16, 8, 4, 2, 1 кг. А теперь заметим, что 23 = 16 + 4 + 2 + 1.
г) Любое целое число n от 1 до 64 можно разложить по степеням двойки. Это де-
лается так: находим самую большую степень двойки, которая не больше нашего
числа, смотрим, сколько раз она умещается в числе. Далее с остатком поступаем
аналогично.

17.3. На бесконечном клетчатом поле стоит фигура Снежинка. Снежинка умеет
ходить на 5 клеток по горизонтали или вертикали (в четырёх направлениях)
и на 2 клетки по диагонали (ещё в четырёх направлениях). Может ли она за
несколько ходов попасть в любую клетку?
Решение. Достаточно показать, как Снежинке попасть на соседнюю по стороне
клетку: тогда она сможет такими шагами (а иногда и быстрее) дойти до любой
клетки. (Важно, что поле бесконечно, то есть все необходимые ходы Снежинки
«поместятся» в пределах доски.) Чтобы сдвинуться, например, на одну клетку
вверх, надо пойти на 5 клеток вверх, затем на 2 клетки вправо-вниз и ещё на 2
клетки влево-вниз.

17.4. а) Вычислите: 1 + 3 + 5 + 7 + 9 и 1 + 3 + 5 + . . .+ 19.
Сформулируйте гипотезу о значении выражения
1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) для произвольного n.
Обоснуйте гипотезу: б) арифметически; в) по индук-
ции; г) геометрически (с помощью рисунка справа).
Решение. Ответы: 25; 100; n2.
Арифметический способ, индукция: аналогично
задаче 17.-1.
Геометрический способ. Рассмотрим «пирамидку»
на рисунке: в каждой горизонтали располагается пря-
моугольник 1×n, и сумма их площадей равна 1·1+1·3+
1·5+· · ·+1·(2n−1). Если переложить левую (по отноше-
нию к центральной вертикали) часть пирамидки напра-
во, получится квадрат n×n. Его площадь равна площа-
ди исходной фигуры, то есть 1+3+5+· · ·+(2n−1) = n2.

17.5. Филя рвёт каждый попадающий ему в руки кусок бумаги на 4 части, а Сте-
пашка — на 8. Докажите, что объединёнными усилиями они могут разорвать
газету на любое число частей, начиная с 13.
Решение. Научимся получать 13, 14, 15 частей: 13 = 1 + 3 + 3 + 3 + 3, 14 =
1 + 3 + 3 + 7, 15 = 1 + 7 + 7 (Филя увеличивает количество частей на 3, а Сте-
пашка — на 7). А теперь, добавляя к одному из этих чисел много троек, можно
получить любое большее число.

17.6. Вычислите сумму степеней двойки:
а) 1 + 2 + 4 + 8 + 16 и 1 + 2 + 4 + . . .+ 128; б) 1 + 2 + 4 + . . .+ 2n.
Решение. Ответы: 25 − 1 = 31; 28 − 1 = 255; 2n+1 − 1.
Докажем общее утверждение для всех n. При n = 1 оно очевидно. Пусть мы уже
знаем, что для какого-то k верно равенство 1+ 2+ 4+ · · ·+2k = 2k+1 − 1. Тогда
1 + 2 + 4 + · · ·+ 2k + 2k+1 = 2k+1 − 1 + 2k+1 = 2 · 2k+1 − 1 = 2(k+1)+1 − 1. Таким
способом можно, начав с n = 1, доказать равенство для любого конечного n.

17.7. Дан клетчатый квадрат с длиной стороны 2n. Из него вырезали одну клетку
(но неизвестно, какую именно). Докажите, что оставшуюся фигуру можно
разрезать на трёхклеточные уголки.
Решение. Задача аналогична задаче 17.0, но теперь вырезана может быть
не обязательно угловая, а любая клетка. Для квадрата 2 × 2 утверждение вер-
но. Предположим, что утвеждение верно для квадрата 2n × 2n. Тогда разделим
квадрат 2n+1 × 2n+1 на 4 квадрата 2n × 2n. Вырезанная клетка попадает в один
из этих четырёх квадратов, и его можно разрезать на трёхклеточные уголки.
Оставшиеся три квадрата 2n × 2n образуют «угол» в большом квадрате. Вы-
режем один уголок из центральных клеток исходного квадрата так, чтобы его
клетки не принадлежали разрезанному квадрату 2n × 2n. После его вырезания
из каждого квадрата 2n × 2n, которые не были еще порезаны, пропала одна уг-
ловая клетка. Остается воспользоваться ещё раз умением разрезать на уголки
квадрат 2n × 2n без угловой клетки.



17.8. У бородатого многоугольника снаружи растёт ще-
тина. Его пересекают несколько бородатых прямых,
у каждой из которых с одной стороны тоже растёт
щетина (см. рисунок справа). Эти бородатые прямые
делят многоугольник на части. Докажите, что хо-
тя бы одна из этих частей — бородатая снаружи.
Решение. Предположим, что прямые проводятся по-
следовательно. Первая прямая делит многоугольник
на две части, одна из которых — многоугольник, бо-
родатый снаружи. Назовем его выделенным. Проведем
вторую прямую. Если она пересекает выделенный мно-
гоугольник, то одна из его частей (на которые его де-
лит вторая прямая) будет бородатой снаружи, а если
нет, то можем не рассматривать другие части. Продол-
жая эти рассуждения для всех последующих прямых,
мы получим, что одна из частей бородата снаружи.

17.9. Карточки с номерами от 1 до 2026 выложены в ряд в произвольном порядке.
Одна из карточек — красная, а остальные — белые. За один шаг можно поме-
нять красную карточку местами с любой другой. Докажите, что за конечное
число шагов удастся расположить карточки в порядке возрастания номеров.
Решение. Если красная карта не крайняя левая, то поменяем её с крайней ле-
вой. Далее поменяем её местами с картой, на которой написана единица. После
этого 1-ая карта находится на своем месте, а красная — правее неё. Поменяем
местами красную карту с той, которая находится рядом с 1-ой. Далее поменяем
местами красную карту с картой, на которой написана двойка. Таким образом,
1-ая и 2-ая карты уже стоят на своих местах. Продолжая действовать аналогич-
ным образом, поставим все карты на свои места, кроме, быть может, красной
(если на красной карте написан номер 2026, то и она в этот момент уже окажется
на своем месте). Осталось поставить красную карту на нужное место. Поменяем
местами красную карту (она сейчас крайняя справа) с той, что лежит слева от
неё. Если это место не является местом красной карты, то сдвигаем её ещё левее,
и так далее.
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Вводные задачи

17.-1. Докажите, что 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Решение.
Арифметический способ. Обозначим нашу сумму S и запишем две такие суммы
друг под другом, но во второй расположим слагаемые в обратном порядке:

S = 1+ 2+ 3+ . . .+ n

S = n+ (n− 1)+ (n− 2)+ . . .+ 1

Теперь «сложим в столбик» эти две суммы (каждый раз складываем два слагаемых,
стоящих друг под другом). Получим

2 · S = (n+ 1) + (n+ 1) + (n+ 1) + . . .+ (n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n слагаемых

= n · (n+ 1),

откуда S = n(n+ 1)/2.
Доказательство по индукции. Для n = 1, 2, 3, 4, 5 утверждение верно. Предполо-
жим, что наше утверждение верно для n = k, то есть выполнено равенство

1 + 2 + 3 + . . .+ k =
k(k + 1)

2
.

Тогда

1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) = (k + 1)

(
k

2
+ 1

)
=

=
(k + 1)(k + 2)

2
=

(k + 1)
(
(k + 1) + 1

)
2

,

то есть утверждение верно и для n = k + 1. Так, начав с n = 1, можно доказать
равенство для любого n.

17.0. Дан клетчатый квадрат с длиной стороны 2n и вырезанной угловой клеткой.
Докажите, что его можно разрезать на трёхклеточные уголки.

Решение. Для квадрата 2 × 2 утверждение верно. Предположим, что утвеждение
верно для квадрата 2n × 2n. Тогда разделим квадрат 2n+1 × 2n+1 на 4 квадрата
2n×2n. Так как угловая клетка большого квадрата также является угловой клеткой
одного из 4 маленьких квадратов, то один из квадратов 2n × 2n можно разрезать на
трёхклеточные уголки. Оставшиеся три квадрата 2n × 2n образуют «угол» в боль-
шом квадрате. Вырежем один уголок из центральных клеток исходного квадрата
так, чтобы его клетки не принадлежали разрезанному квадрату 2n × 2n. После его
вырезания из каждого квадрата 2n×2n, которые не были еще порезаны, пропала од-
на угловая клетка. Остается воспользоваться ещё раз умением разрезать на уголки
квадрат 2n × 2n без угловой клетки.


