
Малый мехмат МГУ, 7 класс

Занятие 15. Знакомые и незнакомые (28.03.2026)
Ответы и решения задач

15.1. В компании из 8 человек каждый назвал число своих друзей в этой компании.
Мог ли быть назван такой набор чисел:
а) 8, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 2; б) 7, 7, 6, 5, 4, 2, 2, 1; в) 6, 6, 6, 3, 3, 3, 1, 1?
Решение. а) В компании из 8 человек ни у кого не может быть больше 7 друзей.
б) Если в компании из 8 человек у кого-то 7 друзей, то такой человек дружит
со всеми остальными. Если таких человек двое, то у каждого в этой компании
не меньше двух друзей. в) Посчитаем количество дружб в этой компании. Для
этого сложим количества друзей у всех входящих в неё людей и поделим пополам
(поскольку каждая дружба до этого была посчитана дважды). Но при этом
получается нецелое число, поскольку сумма 6 + 6 + 6 + 3 + 3 + 3 + 1 + 1 = 29
нечётна. Значит, такая ситуация невозможна. Ответ: нет во всех пунктах.

15.2. а) Возможно ли, что в компании из 10 девочек и 9 мальчиков все девочки
знакомы с разным числом мальчиков, а все мальчики — с одинаковым числом
девочек? б) А если девочек 11, а мальчиков 10?
Решение. а) Девочка может быть знакома с 0, 1, 2, . . . , 9 мальчиками — это 10
вариантов, и девочек тоже 10. Значит, одна из девочек знакома с 0 мальчиков,
другая — с одним, третья — с двумя, и т. д. При этом всего знакомств мальчиков
с девочками выходит 0 + 1 + 2 + . . . + 9 = 45, а значит, на каждого мальчика
приходится по 45 : 9 = 5 таких знакомств.
Приведём пример, как такое возможно. Разобьём девочек на 5 пар: 1) в 1-ой паре
познакомим первую девочку с одним мальчиком, вторую девочку с остальными
8 мальчиками; 2) во 2-ой паре познакомим первую девочку с двумя мальчиками,
вторую девочку с остальными 7 мальчиками; 3) в 3-ей паре познакомим первую
девочку с тремя мальчиками, вторую девочку с остальными 6 мальчиками; 4) в
4-ой паре познакомим первую девочку с 4 мальчиками, вторую девочку с осталь-
ными 5 мальчиками; 5) в 5-ой паре первую девочку ни с кем не знакомим, вторую
девочку знакомим со всеми мальчиками. При этом каждый мальчик знаком ров-
но с одной девочкой из каждой пары.
б) Посчитаем количество знакомств мальчиков с девочками: 0+1+2+ . . .+10 =
55. Но 55 не делится на 10, поэтому на каждого мальчика не может приходиться
одно и то же количество знакомств с девочками. Ответ: а) да; б) нет

15.3. В стране Карабасии живут карабасы и барабасы. Каждый карабас дружит с
шестью карабасами и девятью барабасами. Каждый барабас дружит с деся-
тью карабасами и семью барабасами. Кого в этой стране больше — карабасов
или барабасов?
Решение. Посчитаем количество дружб карабасов с барабасами. С одной сто-
роны, оно в 9 раз больше количества карабасов. С другой стороны, оно в 10
раз больше количества барабасов. Поэтому если k — количество карабасов, а
b — количество барабасов, то 9k = 10b, откуда k = 10

9 b > b. Значит, карабасов
больше.

15.4. В классе 25 учеников. Среди любых трёх из них есть двое друзей. Докажите,
что у одного из учеников не менее 12 друзей в классе.
Решение. Предположим, что это не так. Тогда у каждого ученика в этом классе
не больше 11 друзей. Выберем двух учеников А и Б, которые между собой не
дружат. У каждого из них не более 11 друзей; тогда ученики А и Б и их друзья в
сумме составляют не более 24 человек. Значит, в классе есть ещё по крайней мере
один ученик В, который не дружит ни с А, ни с Б, что противоречит условию:
среди троих учеников А, Б, В нет двух друзей.

15.5. В классе 18 учеников. Каждый из них дружит не менее чем с 12 одноклассника-
ми. Докажите, что среди учеников этого класса найдутся четверо, имеющие
одинаковое число друзей.
Решение. Каждый ученик может быть знаком с 12, 13, 14, 15, 16 или 17 други-
ми учениками этого класса (всего 6 разных вариантов). Предположим, что чет-
верых учеников с одинаковым количеством друзей не найдётся. Тогда в классе
не более 3 учеников с 12 друзьями у каждого, не более 3 учеников с 13 друзьями
у каждого, и так далее — всего не более 3 · 6 = 18 учеников. Поскольку на са-
мом деле в классе ровно 18 учеников, то ровно трое имеют по 12 друзей, ровно
трое — по 13, и так далее. Если сложить количество друзей у всех, получится
3 · (12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 17), а это нечётное число. Но такого быть не может,
поскольку количество дружб в классе должно быть вдвое меньше суммарного
количества друзей у всех.

15.6. Докажите, что в любой группе из 9 человек найдутся трое, знакомые между
собой, или четверо, не знакомые между собой.
Решение. Решение аналогично задаче 15.-1: в компании из 9 человек у каждого
есть либо 4 знакомых, либо 4 незнакомых.

15.7. В классе 27 учеников. У всех учеников класса, кроме Кости, в этом классе
различное число друзей. А сколько друзей в классе у самого Кости?
Решение. У одноклассников Кости может быть 0, 1, 2, ..., 26 друзей — всего 27
вариантов. Но если кто-то дружит со всеми, то у всех не меньше одного друга.
Поэтому возможны два случая: либо кто-то дружит со всеми, либо кто-то не
дружит ни с кем. В обоих случаях остается 26 вариантов: 1, 2, ..., 26 или 0, 1,
..., 25.

Пусть у ученика A больше всего друзей, а у ученика B — меньше всего. В первом
случае A дружит со всеми, а B — только с A. Во втором случае B не дружит ни
с кем, а A – со всеми, кроме B. В каждом из случаев A дружит с Костей, а B —
нет. Переведём A и B в другой класс. Как мы уже видели, A дружит со всеми из
оставшихся, а B — ни с кем из оставшихся. Поэтому после перевода у каждого
стало на одного друга меньше (среди одноклассников). Значит, у оставшихся
костиных одноклассников снова будет разное число друзей среди одноклассни-
ков. Cнова переведём самого «дружелюбного» и самого «нелюдимого» в другой
класс, и т. д. Повторяя эти рассуждения 13 раз, мы переведём в другой класс
13 пар школьников, в каждой из которых ровно один костин друг. Ответ: 13.



15.8. В отряде 8 класса 47 человек. Известно, что среди любых четверых найдётся
хотя бы один человек, знакомый с тремя остальными. Сколько человек могут
знать всех в отряде?
Решение. Пусть A и B не знакомы. Тогда в оставшейся группе G из 45 чело-
век все знают друг друга. Действительно, если в ней есть незнакомые C и D,
то четвёрка A, B, C, D противоречит условию. Назовём скромным человека, не
знающего всех. Наличие двух скромных в группе G также противоречит усло-
вию: каждый скромный не знаком либо с A, либо с B. Таким образом, возможны
варианты, когда все знают друг друга, когда не знакомы только A и B, а также
когда A не знаком с B и C. Все они удовлетворяют условиям задачи и дают
приведённые в ответе значения.
Ответ: 44, 45 или 47 человек.

15.9. На конгресс собрались учёные, среди которых есть друзья. Оказалось, что
любые два из них, имеющие на конгрессе равное число друзей, не имеют общих
друзей. Докажите, что найдётся учёный, который имеет ровно одного друга
из числа участников конгресса.
Решение. Выберем учёного У, у которого наибольшее число друзей n среди
всех участников конгресса. Пусть с ним дружат учёные У1, У2, . . . , Уn. Тогда у
всех этих учёных разное количество друзей на конгрессе (причём это количество
не больше, чем n, но у каждого есть хотя бы один друг — учёный У). Если у
всех у них больше одного друга, то количество друзей у каждого из них может
равняться 2, 3, . . . , n, а это только n− 1 различных вариантов, что меньше, чем
количество n самих учёных; тогда у двух из них будет одинаковое количество
друзей, что противоречит условию.

15.10. Можно ли подобрать компанию, в которой у каждого было бы ровно а) пять;
б) шесть друзей, а у каждых двух — ровно два общих друга?
Решение. а) Предположим, что такую компанию удалось подобрать, и пусть A
— произвольный её член. Torда с каждой из 5 · 4 : 2 = 10 пар его друзей дружит
ровно один отличный от A член компании. С другой стороны, каждый из этих
остальных имеет с A пару общих друзей. Следовательно, компания насчитыва-
ет 11 человек (её нельзя дополнить ещё одним человеком, не нарушив условие
задачи), и каждый имеет ровно 5 друзей. Тогда общее количество дружб в этой
компании равно 11 · 5 : 2 (аналогично задаче 11.1в), то есть нецелое, чего быть
не может. б) Поставим 16 человек в клетки квадрата 4 × 4, и пусть каждым
дружит с теми, кто находится с ним на одной горизонтали или на одной верти-
кали. Тогда у каждых двоих, стоящих на одной линии, есть два общих друга,
находящихся на той же линии. А каждые два человека, находящиеся на разных
горизонталях и вертикалях, имеют пару друзей, стоящих на пересечениях этих
линий. Ответ: а) нельзя; б) можно.
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Вводные задачи

15.-2. На съезд учителей математики приехало 100 не знакомых друг с другом учи-
телей. Во время съезда некоторые из них знакомились и жали друг другу руки.
а) К концу первого дня съезда 50 учителей познакомились с 30 другими каждый, 30
учителей — с 40 другими каждый, а остальные 20 — с 25 другими каждый. Сколько
к этому моменту было сделано рукопожатий?
б) Могло ли оказаться, что к концу второго дня съезда 60 учителей сделали по 70
рукопожатий, 25 учителей — по 50 рукопожатий, а остальные 15 — по 35 рукопо-
жатий? в) Докажите, что в любой момент проведения съезда количество учителей,
сделавших к этому моменту нечётное число рукопожатий, было чётным.

Решение. а) Если сложить количества рукопожатий, сделанных всеми учителями,
получится 50·30+30·40+20·25 = 3200. При этом в каждом рукопожатии участвовали
двое, поэтому рукопожатий было вдвое меньше, то есть 1600.
б) Попытаемся посчитать количество рукопожатий так же, как в пункте а). При этом
сумма количеств рукопожатий, сделанных всеми учителями, будет равна 60 ·70+25 ·
50 + 15 · 35, и это нечётное число. Но количество сделанных рукопожатий должно
быть вдвое меньше этого числа, и тогда оно будет нецелым, что невозможно.
в) Поскольку сумма количеств сделанных каждым учителем рукопожатий вдвое
больше числа сделанных рукопожатий, то эта сумма должна быть чётной, а для
этого в ней должно быть чётное количество нечётных слагаемых (и любое количество
чётных). Ответ: а) 1600; б) нет.

15.-1. Докажите, что среди любых 6 человек есть либо трое попарно знакомых, либо
трое попарно незнакомых.

Решение. В компании из 6 человек у каждого обязательно есть либо трое знакомых,
либо трое незнакомых. Возьмём одного человека А из шести. Пусть сначала А знаком
по крайней мере с тремя другими. Если двое из этих троих знакомы друг с другом,
то эти двое вместе с А — это трое попарно знакомых. Если из трёх знакомых А никто
ни с кем не знаком, то это трое попарно незнакомых. Аналогично рассматривается
случай, когда А не знаком хотя бы с тремя другими людьми.

15.0. Докажите, что в любой компании найдутся двое людей, которые имеют оди-
наковое число знакомых в этой компании.

Решение. Пусть в компании N человек. Тогда количество знакомых в этой компании
у каждого из них может равняться 0, 1, 2, 3, . . . , N − 1. Однако если в компании есть
человек с N−1 знакомым (то есть знакомый со всеми остальными), то в ней не может
быть человека, не знакомого ни с кем, и наоборот. Поэтому количества знакомых в
компании входящих в неё людей будут либо от 0 до N − 2, либо от 1 до N − 1. В
обоих случаях это N − 1 различных чисел, то есть меньше, чем людей в компании.
Значит, хотя бы у двоих в этой компании обязательно будет одинаковое количество
знакомых.


