
Малый мехмат МГУ, 7 класс

Занятие 12. Равные и правильные (28.02.2026)
Ответы и решения задач

Занятий Малого мехмата в субботу 07.03.2026 не будет. Следующее
занятие пройдёт в субботу 14.03.2026 по обычному расписанию.

12.1. а) Докажите, что если один из углов равнобедренного треугольника равен 60◦, то
этот треугольник равносторонний. б) Угол равнобедренного треугольника равен 45◦.
Будет ли он прямоугольным?
Решение. а) Важно рассмотреть два случая: когда известный угол лежит при ос-
новании и когда он лежит при вершине. В обоих случаях нетрудно показать, что все
углы треугольника равны по 60◦, а значит, и все стороны треугольника равны (по при-
знаку равнобедренного треугольника).б) Здесь тоже нужно рассмотреть два случая
аналогично пункту а). Если известный угол величиной 45◦ лежит при основании тре-
угольника, то другой угол при основании также будет равен 45◦, и по теореме о сумме
углов треугольника третий угол будет равен 180◦ − 2 · 45◦ = 90◦. Если же известный
угол лежит против основания, то два других угла равны между собой, и по теореме о
сумме углов треугольника каждый из них равен (180◦−45◦) : 2 = 67, 5◦. В этом случае
треугольник не прямоугольный.

12.2. Один из углов равнобедренного треугольника равен 24◦. Найдите: а) остальные его
углы; б) угол между биссектрисами углов при основании треугольника.
Решение. Ответ: а) 24◦, 132◦ либо 78◦, 78◦; б) 24◦ либо 78◦. И в этой задаче главное
— не забыть о наличии двух случаев. Пункт а) решается аналогично предыдущей зада-
че. Для решения пункта б) заметим, что острый угол между биссектрисами является
внешним углом для треугольника, образованного частями биссектрис и основанием
исходного треугольника, а потому равен углу при основании исходного треугольника.

12.3. На сторонах AB,BC,AC равностороннего треугольника ABC отмечены точки
M,K,D соответственно, причём AD = BM = CK. Докажите, что треугольник
MKD равносторонний.
Решение. AB = BC = AC,AD = BM = CK =⇒ AM = BK = CD,∠A = ∠B = ∠C
=⇒ ∆AMD = ∆BKM = ∆CDK по двум сторонам и углу между ними =⇒ DM =
MK = KD, что и требовалось.

12.4. Точки M и N лежат на стороне AC треугольника ABC, причём ∠ABM = ∠ACB и
∠CBN = ∠BAC. Докажите, что BM = BN.
Решение. Нужно рассмотреть два случая (в зависимости от того, какая из точекM
и N ближе к точке A). В обоих случаях ∆BMN — равнобедренный, так как ∠BMN =
∠MBN (в одном случае — как внешние для ∆ABM и ∆NBC с двумя парами равных
углов, а в другом — как недостающие внутренние углы этих же треугольников).

12.5. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD (его диагонали пересекаются внутри). Из-
вестно, что AD = BD = CD, ∠CBD = ∠BAC и ∠ADB = ∠ACD. Найдите углы
четырёхугольника.
Решение. Пусть ∠CBD = ∠BAC = α, ∠ADB = ∠ACD = β. Так как ∆ACD рав-
нобедренный, то ∠CAD = β. Из ∆ACD получаем β + β + β + ∠BDC = 180◦. Из
равнобедренного ∆BCD получаем α + α + ∠BDC = 180◦. Отсюда 3β = 2α. И, нако-
нец, из равнобедренного ∆ADB получаем 2(α+ β) + β = 180◦. C учётом предыдущего
найдем, что α = 45◦, β = 30◦. Отсюда нетрудно найти углы четырёхугольника.
Ответ: 45◦, 75◦, 120◦, 120◦.

12.6. Равнобедренный треугольник ABC можно разбить на два меньших равнобедренных
треугольника. Чему могут быть равны углы треугольника ABC? Рассмотрите все
возможные случаи, когда: а) у меньших треугольников общая боковая сторона; б) бо-
ковая сторона одного из меньших треугольников является основанием другого.
Решение. Здесь есть четыре принципиально разных случая, которые показаны на
рисунке (подумайте, почему нет других). Углы при основании исходного треугольника
в этих случаях равны, соответственно, а) 45◦, б) 72◦, в) 36◦, г) 540◦/7.

12.7. В треугольнике ABC AB = BC. На прямой AC выбрана такая точка D 6= C, что
AD = AC. Перпендикуляр к прямой DC в точке A пересекает отрезок BD в точке
E. Докажите, что ∠DBA = ∠BCE.
Решение. ∆AED = ∆AEC по двум катетам. Пусть ∠EDC = ∠ECD = α, ∠DBA = β.
Тогда ∠BAC = ∠EDC +∠DBA = α+ β = ∠BCA, откуда ∠BCE = ∠BCA−∠ECD =
α+ β − α = β = ∠DBA.

12.8. Внутри прямоугольника ABCD выбрана такая точка X, что треугольник BCX пра-
вильный. Точка Y такова, что треугольник CDY правильный и внутри него лежит
точка X. Докажите, что треугольник AXY также правильный.
Решение. ∆ADY = ∆BCY (CY = DY, AD = BC, ∠BCY = ∠ADY = 90◦ − 60◦ =
30◦) ⇒ AY = BY, ∠BY C = ∠AYD. ∠XCD = 90◦ − 60◦ = 30◦ ⇒ ∠XCY = 90◦ −
∠BCY −∠XCD = 30◦ = ∠BCY. Пусть BX∩CY = T. Тогда в правильном ∆BCX CT —
биссектриса, а значит, также медиана и высота, поэтому CT ⊥ BX, BT = TX. Таким
образом, в ∆BXY TY — тоже медиана и высота, значит, ∆BXY — равнобедренный
(XY = BY ), а TY также является биссектрисой, откуда ∠BY T = ∠XY T = ∠AYD.
Наконец, ∠AYX = ∠DY C−∠XY T +∠AYD = ∠DY C = 60◦. Таким образом, в ∆AXY
AY = BY = XY и ∠DY C = 60◦, поэтому этот треугольник правильный.
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