
Малый мехмат МГУ, 7 класс

Занятие 8. Процесс идёт! (29.11.2025)
Ответы и решения задач

8.1. На клетчатой бумаге нарисован прямоугольник шириной 200 и высотой 100
клеток. Его закрашивают по клеткам, начав с левой верхней и идя по спирали
(дойдя до края или уже закрашенной части, поворачивают направо). Какая
клетка будет закрашена последней?
Решение. Клетка, расположенная в строке 51 и столбце 50. Сначала
будет закрашен наружный слой клеток, после чего останется прямоугольник
98 × 198 клеток. Этот прямоугольник также будет закрашиваться по спирали;
после покраски его наружного слоя останется прямоугольник 96 × 196 клеток
и так далее. После окраски 49 слоёв незакрашенным останется прямоугольник
2 × 102, расположенный в строках 50–51 и столбцах 50–151. Последней будет
закрашена нижняя левая клетка этого прямоугольника.

8.2. В коробке лежат 2025 белых и 2026 чёрных шаров. Наугад вытаскиваются два
шара. Если они одного цвета, то их выкидывают и кладут в коробку чёрный
шар, а если разного — выкидывают чёрный, а белый кладут обратно. Так дела-
ют до тех пор, пока в коробке не останется один шар. Какого он цвета?
Решение. Белого. При любой комбинации вытащенных шаров количество
белых шаров либо не меняется (если вытащены два черных шара или шары
разного цвета), либо уменьшается на 2 (если вытащены два белых шара). Та-
ким образом, количество белых шаров остается нечетным. Поскольку в коробке
остается один шар, то он может быть только белым.

8.3. В волшебном лесу жили 56 зайцев, 35 лис, 24 волка и 3 медведя. Если лиса
съест зайца, то превратится в волка, а если волк съест зайца, то превратит-
ся в медведя. Через год в лесу осталось 3 зайца, а медведей стало 33. А сколько
лис?
Решение. Медведи могли получиться только из волков, при этом каждый раз
съедалось по зайцу. Количество медведей увеличилось на 30, т.е. на их превра-
щение ушло 30 зайцев. Остальных 56− 3− 30 = 23 зайцев могли съесть только
лисы, превращаясь в волков. Значит, осталось 35− 23 = 12 лис.

8.4. На двух складах хранится пшено: на первом складе на 16 тонн больше, чем
на втором. Каждую полночь владелец каждого склада ворует с другого склада
четверть имеющегося там пшена и перетаскивает на свой склад. Через 10
ночей воришек поймали. На каком складе в момент их поимки было больше
пшена и на сколько?
Решение. На первом складе было больше на 15 кг 625 г. Пусть в какой-
то момент до полуночи на первом складе находится на d тонн пшена больше, чем
на втором. В момент кражи эта разность уменьшается на d/4, а в момент, когда
украденное зерно попадает на «чужой» склад, — ещё на d/4. Итак, каждую ночь

разность уменьшается вдвое. Так как в начале эта разность составляла 16 тонн,
то через 10 ночей она будет равна 16 : 210 = 1/64 т.

8.5. В колонию из 200 бактерий попадает вирус. В первую минуту он уничтожает
одну бактерию, затем делится на два новых вируса, а каждая из оставшихся
бактерий тоже делится на две новые. В каждую следующую минуту каждый
имеющийся вирус уничтожает по одной бактерии, и затем каждый из виру-
сов и каждая из оставшихся бактерий снова делятся пополам. Будет ли эта
колония жить бесконечно долго или погибнет (если да, то через какое время)?
Решение. Колония погибнет через 200 минут. Представим себе, что каж-
дый вирус имеет дело со «своей» колонией бактерий. Тогда, к исходу первой
минуты на каждый вирус будет приходиться по 199 бактерий, к исходу второй
минуты — по 198, и так далее, к исходу 199-й минуты — по одной бактерии, к
исходу 200-й минуты — бактерий не останется.

8.6. Десять гномов вместе выпивают ведро молока за минуту. Каждый гном
пьет молоко со своей постоянной скоростью. Докажите, что если разлить
молоко поровну в 10 бутылок, то гномы тоже смогут выпить его за мину-
ту. (Из каждой бутылки в каждый момент может пить только один гном,
но разрешается любое число раз обмениваться бутылками, обмен происходит
мгновенно).
Решение. Гномы могут передавать бутылки по кругу через каждые 6 секунд.
При этом каждый за минуту успеет выпить из каждой бутылки вдесятеро мень-
ше, чем он выпивал за минуту из ведра. Значит, и в целом из каждой бутылки
за минуту будет выпито вдесятеро меньше, чем раньше из ведра. Но и молока
в бутылке во столько же раз меньше, чем в ведре. Следовательно, всё молоко
будет выпито за минуту.

Дополнительная задача. Круг разбит на 25 секторов, пронумерованных в про-
извольном порядке числами от 1 до 25; в одном из них сидит кузнечик. Он прыгает
по кругу, каждым прыжком перемещаясь по часовой стрелке на число секторов,
равное номеру текущего сектора. Докажите, что в какой-то сектор кузнечик не
сможет попасть.
Решение. Предположим, что кузнечик побывал во всех секторах. Тогда сектор с
номером 25 был последним, так как из него кузнечик не сможет переместиться в
иной сектор. До этого кузнечик не мог побывать дважды в одном секторе, иначе бы
его путь зациклился, и в 25-й сектор он бы не попал. А побывав во всех секторах по
разу, кузнечик переместился бы на 1 + 2+ . . .+ 24 = 300 секторов, то есть на число,
кратное 25. Значит, он начал своё путешествие в 25 секторе, что невозможно.

Дополнительная задача. В ряд записаны несколько различных натуральных
чисел. Назовём пару соседних чисел плохой, если либо они одной чётности и ле-
вое больше правого, либо они разной чётности и левое меньше правого. Каждую
минуту числа одной из плохих пар меняются местами. Докажите, что рано или
поздно такие перестановки прекратятся.



Решение. Будем по тому же правилу определять плохие пары и для несоседних
чисел. При каждой перестановке общее число плохих пар уменьшается на 1, отри-
цательным оно стать не может, поэтому рано или поздно процесс закончится.
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Комментарии для преподавателей

Вводная задача

8.0. В водоёме плавало 2025 щук и 202 акул. Акула может съесть щуку, если та до
этого съела чётное число акул. Щука может съесть акулу, если та до этого съела
нечётное число щук. (Съеденное мгновенно переваривается.) Акулы не едят акул, а
щуки — щук. Могло ли так случиться, что в водоёме осталась только одна рыба?
Какая?

Решение. Могла остаться одна акула. Каждая съеденная акула съела перед этим
хотя бы одну щуку. Если осталась одна щука, то съедено 2024 щуки, поэтому право
быть съеденными получили не более 2024 акул. Поэтому осталась и акула: её не
съели, так как права не имели.

Одна акула остаться могла. Пусть сначала каждая из 2024 акул съела по одной
щуке, затем оставшаяся щука съела этих 2024 акул. И наконец, последняя акула
съела последнюю щуку.


