
Малый мехмат МГУ, 7 класс

Занятие 6. Подсчёты и измерения (15.11.2025)
Ответы и решения задач

6.1. На прямой отметили а) 4 точки; б) 𝑛 точек. Сколько получилось отрезков с
концами в этих точках?
Решение. а) Для каждого отрезка нужно выбрать два конца. Первый конец
можно выбрать четырьмя способами, после чего второй можно выбрать тремя
способами. При этом каждую пару точек мы выбирали дважды (первым можно
выбрать левый конец, а вторым правый, или наоборот). Итого 4 · 3 : 2 = 6

отрезков. б) Решение аналогично пункту а) с заменой 4 на 𝑛. Ответ:
𝑛(𝑛− 1)

2
.

6.2. На одной прямой выбраны четыре точки 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷. Известно, что
𝐴𝐵 = 1, 𝐵𝐶 = 2, 𝐶𝐷 = 4. Найдите 𝐴𝐷.
Решение. Ответ: 1, 3, 5 или 7.
Пусть прямая расположена горизонтально и точка 𝐵 на ней лежит правее точки
𝐴. Если точка 𝐶 лежит правее точки 𝐵, то 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 = 3, иначе 𝐴𝐶 =
𝐵𝐶−𝐴𝐵 = 1. Если точка 𝐷 лежит правее точки 𝐶, то либо 𝐴𝐷 = 𝐴𝐶+𝐶𝐷 = 7,
либо 𝐴𝐷 = 𝐶𝐷 − 𝐴𝐶 = 3. Если точка 𝐷 лежит левее точки 𝐶, то либо 𝐴𝐷 =
𝐶𝐷 −𝐴𝐶 = 1, либо 𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 + 𝐶𝐷 = 5.

6.3. На плоскости отметили а) 4 точки; б) 5 точек, и через каждые две из них
провели прямую. Сколько всего могло получиться прямых?
Решение. Ответ: а) 1, 4, 6; б) 1, 5, 6, 8, 10.
а) Возможны следующие случаи (см. рис.):
1) точки лежат на одной прямой;
2) три точки лежат на одной прямой, а 4-я точка не лежит на этой прямой;
3) никакие три из данных точек не лежат на одной прямой.

б) Возможны следующие случаи (см. рис.):
1) все пять точек лежат на одной прямой;
2) четыре точки лежат на одной прямой, а пятая не лежит на этой прямой;
3) три точки лежат на одной прямой, а две оставшиеся точки не лежат на одной
прямой, но содержащая их прямая проходит через одну из трёх первых точек;
4) три точки лежат на одной прямой, а две оставшиеся точки не лежат на од-
ной прямой, причём содержащая их прямая не проходит ни через одну из трёх
первых точек;
5) никакие три точки не лежат на одной прямой.

6.4. Сколько точек пересечения могут иметь пять прямых, каждые две из кото-
рых пересекаются?
Решение. Ответ: 1, 5, 6, 8, 10.
Возможны следующие случаи (см. рис.):
1) все пять прямых проходят через одну точку;
2) четыре прямые проходят через одну точку, а пятая не проходит через эту
точку;
3) три прямые проходят через одну точку, а две оставшиеся через эту точку
не проходят, но точка пересечения этих двух прямых лежит на одной из трёх
первых прямых;
4) три прямые проходят через одну точку, a две оставшиеся через эту точку не
проходят, причём точка пересечения этих двух прямых не лежит ни на одной из
трёх первых прямых;
5) никакие три прямые не проходят через одну точку.

6.5. На линейке есть деления 0, 13 и 17 см. Постройте отрезок длиной:
а) 3 см; б) 1 см; в) 9 см.
Решение. а) 4 · 17− 5 · 13 см = 3 см. б) 4 · 13 см− 3 · 17 см = = 1 см. в) Можно
воспользоваться тем, что 9 см = 3 · 3 см, или тем, что 9 см = 9 · 1 см.

6.6. Отрезок длины 𝑎 разделён некоторой точкой на две части (не обязательно
равные). Найдите расстояние между серединами частей.
Решение. Пусть отрезок 𝐴𝐵 имеет длину 𝑎 и разделён на две части точкой 𝐶.
Пусть 𝐷 — середина отрезка 𝐴𝐶, 𝐸 — середина отрезка 𝐶𝐵. Тогда 𝐷𝐶 = 1

2𝐴𝐶,
𝐶𝐸 = 1

2𝐶𝐵, откуда 𝐷𝐸 = 𝐷𝐶 + 𝐶𝐸 = 1
2 (𝐴𝐶 + 𝐶𝐵) = 1

2𝐴𝐵 = 𝑎
2 .

6.7. На прямой отмечены а) три точки; б) четыре точки. Могут ли середины
двух отрезков с концами в этих точках совпадать?
в) На прямой отмечены пять точек. Могут ли середины трёх отрезков с кон-
цами в этих точках совпадать?
Решение. а) Нет: середины двух разных отрезков с общим концом не могут



совпадать. б) Да: в этом случае концы каждого отрезка симметричны относи-
тельно их общей середины. в) Нет: если середины трёх отрезков совпадают, то
с каждой стороны от этой общей середины лежит по три отмеченные точки, но
тогда отмеченных точек всего 6, а не 5.

6.8. В деревне 𝐴 живут 50 школьников, а в деревне 𝐵 живут 100 школьников. Рас-
стояние между деревнями равно 3 км. В какой точке дороги из 𝐴 в 𝐵 нужно
построить школу, чтобы суммарное расстояние, проходимое всеми школьни-
ками, было как можно меньше?
Решение. Пусть расстояние от школы до деревни 𝐵 равно 𝑥 км. Тогда
суммарное расстояние в километрах, проходимое всеми школьниками из де-
ревни 𝐵, равно 100𝑥, а расстояние, проходимое школьниками из деревни 𝐴,
равно 50(3 − 𝑥). Поэтому расстояние, проходимое всеми школьниками, равно
100𝑥 + 50(3 − 𝑥) = 150 + 50𝑥. Оно будет наименьшим, когда 𝑥 = 0, т. е. школа
находится в деревне B.

6.9. Даны точки 𝐴 и 𝐵. Где на прямой 𝐴𝐵 расположены точки, расстояние от
которых до точки 𝐴:
а) вдвое больше, чем до точки 𝐵; б) втрое меньше, чем до точки 𝐵?
в) Для каждой точки 𝑀, лежащей на прямой 𝐴𝐵 и не совпадающей с точкой
𝐵, вычислим отношение длин отрезков 𝐴𝑀 : 𝐵𝑀. Где расположены точки,
для которых это отношение больше 2?
Решение. а) Одна из таких точек (𝐶) делит отрезок 𝐴𝐵 в отношении 𝐴𝐶 :
𝐶𝐵 = 2 : 1, а другая (𝐷) — на продолжении отрезка 𝐴𝐵 за точку 𝐵 так, что
точка 𝐵 — середина отрезка 𝐴𝐷. Очевидно, что на отрезке 𝐴𝐵 и на его продол-
жении за точку 𝐵 есть ровно по одной искомой точке, а на продолжении отрезка
𝐴𝐵 за точку 𝐴 искомых точек нет: все лежащие там точки ближе к точке 𝐴,
чем к точке 𝐵.
б) Одна из таких точек (𝐶) делит отрезок 𝐴𝐵 в отношении 𝐴𝐶 : 𝐶𝐵 = 1 : 3,
считая от точки 𝐴, а другая (𝐷) — на продолжении отрезка 𝐴𝐵 за точку 𝐴 так,
что 𝐴𝐷 = 1

2𝐴𝐵. Отсутствие других точек объясняется так же, как в п. а).
в) Пусть точка 𝐶 делит отрезок 𝐴𝐵 в отношении 𝐴𝐶 : 𝐵𝐶 = 2 : 1, а точка
𝐷 лежит на продолжении отрезка 𝐴𝐵 за точку 𝐵 так, что 𝐵𝐷 = 𝐴𝐵; тогда
𝐴𝐷 : 𝐵𝐷 = 2 : 1. Рассмотрим несколько случаев.
1. Если точка 𝑀 лежит на продолжении отрезка 𝐴𝐵 за точку 𝐴, то 𝐴𝑀 < 𝐵𝑀
и 𝐴𝑀 : 𝐵𝑀 < 1, то есть точка 𝑀 не подходит.
2. Если точка 𝑀 совпадает с точкой 𝐴, то 𝐴𝑀 : 𝐵𝑀 = 0, то есть точка 𝑀 не
подходит.
3. Если точка 𝑀 лежит внутри отрезка 𝐴𝐶, то 𝐴𝑀 < 𝐴𝐶 и 𝐵𝑀 > 𝐵𝐶, поэтому
𝐴𝑀 : 𝐵𝑀 < 𝐴𝐶 : 𝐵𝐶 = 2 : 1, и точка 𝑀 не подходит.
4. Если точка 𝑀 совпадает с точкой 𝐶 или точкой 𝐷, то 𝐴𝑀 : 𝐷𝑀 = 2 : 1, и
точка 𝑀 не подходит.
5. Если точка 𝑀 лежит внутри отрезка 𝐶𝐵, то 𝐴𝑀 > 𝐴𝐶 и 𝐵𝑀 < 𝐵𝐶, поэтому
𝐴𝑀 : 𝐵𝑀 > 𝐴𝐶 : 𝐵𝐶 = 2 : 1, и точка 𝑀 подходит.
6. Если точка 𝑀 лежит внутри отрезка 𝐵𝐷, то 𝐴𝑀 > 𝐴𝐵 и 𝐵𝑀 < 𝐵𝐷, поэтому
𝐴𝑀 : 𝐵𝑀 > 𝐴𝐶 : 𝐵𝐶 = 2 : 1, и точка 𝑀 подходит.

7. Если точка 𝑀 лежит на продолжении отрезка 𝐵𝐷 за точку 𝐷 то 𝐴𝐵 < 𝐵𝑀,
поэтому 𝐴𝐵 : 𝐵𝑀 < 1 и 𝐴𝑀 : 𝐵𝑀 = (𝐴𝐵+𝐵𝑀) : 𝐵𝑀 = 𝐴𝐵 : 𝐵𝑀 +1 < 1+1 =
2 : 1, и точка 𝑀 не подходит.
Замечание: случаи, когда точка 𝑀 совпадает с одной из ранее отмеченных (кро-
ме точки 𝐵), тоже нужно было рассматривать, хотя ни один из них в результате
и не подошел.

6.10. На прямой отметили точки 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 в указанном порядке. Сумма длин всех
(прямо всех-всех!) отрезков с концами в отмеченных точках равна 10. Найди-
те 𝐴𝐷, если 𝐵𝐶 = 2.
Решение. Сумма всех отрезков с концами в отмеченных точках — это

𝐴𝐵 +𝐴𝐶 +𝐴𝐷 +𝐵𝐶 +𝐵𝐷 + 𝐶𝐷 =

= 𝐴𝐵 + (𝐴𝐵 +𝐵𝐶) + (𝐴𝐵 +𝐵𝐶 + 𝐶𝐷) +𝐵𝐶 + (𝐵𝐶 + 𝐶𝐷) + 𝐶𝐷 =

= 3𝐴𝐵 + 4𝐵𝐶 + 3𝐶𝐷 = 3(𝐴𝐵 +𝐵𝐶 + 𝐶𝐷) +𝐵𝐶 = 3𝐴𝐷 +𝐵𝐶 = 10,

откуда 𝐴𝐷 = (10−𝐵𝐶) : 3 = 8
3 .

Дополнительная задача. На прямой отмечены 10 точек 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, . . . , 𝐴10,
причём длина отрезка 𝐴1𝐴10 равна 1, а точки 𝐴2, 𝐴3, . . . , 𝐴9 лежат на этом отрез-
ке. Докажите, что сумма всех попарных расстояний между отмеченными точ-
ками больше 8 см.
Решение. Сложим 8 равенств:

𝐴1𝐴2 +𝐴2𝐴10 = 𝐴1𝐴10, 𝐴1𝐴3 +𝐴3𝐴10 = 𝐴1𝐴10, . . . , 𝐴1𝐴9 +𝐴9𝐴10 = 𝐴1𝐴10.

В левой части получим сумму некоторых (не всех!) попарных расстояний между
отмеченными точками (причём все слагаемые различны), а в правой части получим
8𝐴1𝐴10 = 8. Значит, сумма всех попарных расстояний между отмеченными точками
больше 8.


