
Малый мехмат МГУ, 7 класс

Занятие 4. Комбинаторика (25.10.2025)
Ответы и решения задач

Занятий Малого мехмата 1 ноября не будет.
Следующее занятие — 8 ноября по обычному расписанию.

4.1. Сколько есть 4-значных чисел: а) состоящих только из нечётных цифр; б) со-
стоящих только из чётных цифр; в) в которых есть хотя бы одна нечётная
цифра; г) в которых нечётных цифр хотя бы две?
Решение. Пункты а) – в) решаются аналогично задаче 4.0: а) 54 = 625;
б) 4 · 53 = 500 (число не может начинаться с нуля); в) 9000 − 500 = 8500
(это все 4-значные числа, кроме тех, в которых только чётные цифры). г) Со-
гласно пункту в), чисел с хотя бы одной нечётной цифрой 8500. Теперь нас не
устраивают также те из них, в которых нечётная цифра ровно одна. Чисел, где
эта одна нечётная цифра стоит в начале, всего 54 = 625, а чисел, где она не в
начале — 3 · 4 · 53 = 1500 (3 способа выбрать место для нечётной цифры, 4 спо-
соба выбрать первую чётную ненулевую цифру, по 5 способов выбрать каждую
из остальных). Остаётся 8500− 625− 1500 = 6375 чисел.

4.2. В комнате есть люстра, торшер и два светильника. Сколько есть способов
включить свет в комнате, если все осветительные приборы включаются неза-
висимо? Порядок включения неважен.
Решение. У каждого прибора два состояния: вкл/выкл. Значит, у всей компо-
зиции осветительных приборов состояний 24 = 16. Однако свет надо включить,
поэтому состояние со всеми выкл нам не подходит. Итого 16 – 1 =15 способов
включить свет.

4.3. У Остапа Бендера есть 10 поддельных паспортов. В целях конспирации оче-
редному милиционеру он показывает не тот паспорт, который показывал про-
шлому, и не тот, который позапрошлому. Сколькими способами он может
пообщаться с 10 стражами порядка?
Решение. Первому милиционеру можно показать любой из 10 паспортов, вто-
рому — любой из оставшихся 9, третьему и последующим — любой из 8 (кроме
тех двух, которые он показывал предыдущим). Итого получается 10 · 9 · 88 =
1 509 949 440 способов предъявить документы всем милиционерам (доводить
до числового ответа необязательно).

4.4. На балу собрались 5 дам и 5 кавалеров. Сколькими способами они могут раз-
биться на пары «кавалер + дама»?
Решение. Достаточно каждому кавалеру выбрать даму. Первый может вы-
брать любую из 5 дам, после этого второй — любую из 4 оставшихся, после
этого третий — любую из 3 оставшихся, и т. д. Итого получаем 5 ·4 ·3 ·2 ·1 = 5! =
120 способов. Здесь неважно, какая пара первая, какая вторая, и т. д.
Распространённая ошибка при решении этой задачи — вместо способов разбие-
ния на пары всех присутствующих посчитать число способов выбрать одну пару
(таких способов 5 · 5 = 25): это, конечно, совсем не то же самое.

4.5. а) Никанор поставил на смартфон 4-значный код разблокировки и забыл его,
но помнит, что в коде были числа 23 и 37. С какой попытки он наверняка смо-
жет подобрать код и разблокировать смартфон? б) Никанор сменил код, и
теперь он состоит из 4 различных цифр. С какой попытки наверняка удастся
разблокировать смартфон, если знать, из каких цифр он состоит, но не знать
их порядок?
Решение. а) Есть два возможных кода, в которых числа 23 и 37 «не пересека-
ются»: 2337 и 3723. Кроме этого, есть коды, в которых цифра 3 у чисел 23 и 37
общая. Они выглядят так: 237* или *237 (на месте звёздочки может стоять лю-
бая цифра, включая 0) — это ещё 20 кодов. Итого 22 кода (и все они, очевидно,
различны). Значит, наверняка подобрать код удастся с 22-й попытки.
б) На первом месте в коде может стоять любая из 4 цифр, при любом выбо-
ре первой цифры на втором месте может стоять любая из 3 оставшихся цифр,
при любом выборе первых двух цифр на третьем месте может стоять любая
из 2 оставшихся цифр, а при любом выборе первых трёх цифр на последнем
месте может стоять только единственная оставшаяся цифра. Итого получается
4 · 3 · 2 · 1 = 4! = 24 возможных кода, удовлетворяющих условию.

4.6. Сколько есть способов послать 6 писем, если для этого есть три курьера, и
доставку каждого письма можно доверить любому?
Решение. Выбрать курьера для доставки первого письма — 3 способа, для
доставки второго — тоже 3 способа, и т. д. Поскольку курьеры для доставки
каждого письма выбираются независимо друг от друга, всего способов выбора
будет 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 36 = 729.
Замечение: в приведённом решении мы выбираем курьера для доставки каждого
письма, а не набор писем, которые будет доставлять каждый курьер. Такой
способ подсчёта намного проще, потому что выбор курьера для каждого письма
происходит независимо от остальных писем, а вот наборы писем, доставляемых
каждым курьером, не должны пересекаться.

4.7. Сколько есть способов поставить на доску 8 × 8: а) чёрную и белую ладьи;
б) чёрного и белого короля, чтобы они не били друг друга?
Решение. а) Чёрная ладья бьёт 15 клеток (вместе со своей), всегда оставляя
по 64 − 15 = 49 клеток, куда можно поставить белую ладью. Итого получаем
64 · 49 = 3136 способов расстановки. б) Чёрный король, стоя в любом из 4
углов, бьёт все клетки, кроме 60; стоя в любой из 24 неугловых клеток у края
доски — все, кроме 58; стоя в любой из 36 некрайних клеток — все, кроме 55.
Итого получаем 4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55 = 3612.

4.8. В купе лицом друг к другу стоят два пятиместных дивана. Из 10 пассажиров
четверо хотят сидеть лицом по ходу движения, трое — против хода дви-
жения, а остальным всё равно. Сколькими способами могут разместиться
пассажиры с учётом своих пожеланий?
Решение. Есть три способа выбрать, кто будет сидеть лицом вперёд из трёх
пассажиров, которым всё равно как сидеть. Когда это решено, становится ясно,
кто из пассажиров с какой стороны сидит, и остаётся только рассадить на каж-



дой лавочке пятерых пассажиров в каком-то порядке. Сделать это в каждом
случае есть 5! = 120 способов. Всего 3 · 5!2 = 43200 способов.
Можно решать задачу и по-другому: сначала выбрать места на каждом диване
для тех, кто хочет сидеть именно на этом диване, а потом рассаживать по трём
оставшимся местам тех, кому всё равно где сидеть. Результат получится тот же:
(5 · 4 · 3 · 2) · (5 · 4 · 3) · (3 · 2 · 1) = 43200.

4.9. Клавдия Семёновна сохраняла в телефоне семизначный номер своего внука, но
пропустила какую-то одну цифру. Сколько номеров ей придётся обзвонить,
чтобы точно дозвониться до внука?
Решение. Есть 7 мест, куда можно вставить недостающую цифру. На каждое
место, кроме первого, будем пробовать ставить любую цифру, кроме той, что
записана перед этим местом. (Например, если к номеру 123456 в начале припи-
сать 1, получится 1123456 — то же самое, что вставить 1 после первой цифры.)
Поскольку цифру надо вставить только в одно из мест, а не во все сразу, полу-
чаем 10+9 ·6 = 64 номера, которые надо проверить (0 в начале стоять может).
Замечания. 1. Важно посчитать каждый из возможных номеров один раз, а не
два (если на каждое место пробовать ставить все 10 цифр, то некоторые номера
будут проверены дважды). 2. Ответ не зависит от того, есть ли среди изначально
записаных цифр одинаковые, в том числе стоящие подряд.

Дополнительная задача. В сериале «Тайна Санта-Барбары» участвует 20
героев. Каждую серию происходит одно из событий: герой узнает Тайну; герой
узнает, что кто-то знает Тайну; герой узнает, что кто-то не знает Тайну.
Какое наибольшее число серий может продолжаться сериал?
Решение. Каждый герой может что-то узнать не более чем в 39 сериях (в
одной — узнать Тайну, в 19-ти — узнать про каждого из остальных, что тот не
знает Тайну, и ещё в 19-ти — узнать про каждого из остальных, что тот знает
Тайну. Поэтому всего серий не больше, чем 20 · 39 = 780.
Приведём пример сюжета сериала из 780 серий. Пусть вначале никто не знает
Тайну. В первых 380 сериях каждый про каждого узнаёт, что тот не знает Тайну
(сначала первый про остальных, потом второй про остальных, и т. д.). В сле-
дующих 20 сериях все последовательно узнают Тайну. В последних 380 сериях
каждый про каждого узнаёт, что второй знает Тайну.
Замечание. Решение этой задачи обязательно должно состоять из двух ча-
стей: оценки (то есть доказательства того, что больше 780 серий быть не может)
и примера, показывающего сюжет сериала из ровно 780 серий.
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Комментарии для преподавателей

Это занятие посвящено введению в комбинаторику — разделу математики, который
занимается подсчётом количества способов что-нибудь сделать. Для примера разбе-
рём вводную задачу 4.0.

4.0. Сколько существует трёхзначных чисел: а) всевозможных; б) в которых все
цифры различны; в) состоящих только из нечётных цифр; г) в которых есть хотя
бы одна чётная цифра?

Решение. а) Есть 9 способов выбрать первую цифру числа (это может быть любая
цифра, кроме нуля). Независимо от выбора первой цифры, есть 10 способов выбрать
вторую цифру числа (она может быть уже любой). Независимо от выбора первых
двух цифр, есть 10 способов выбрать третью цифру числа. Поэтому согласно пра-
вилу произведения число способов выбрать одновременно и первую, и вторую, и
третью цифру трёхзначного числа можно 9 · 10 · 10 = 900 способами.
б) У нас по-прежнему есть 9 способов выбрать первую цифру числа. После того,
как первая цифра выбрана, вторая цифра не должна совпадать с первой. Значит,
какой бы ни была первая цифра, есть по 9 способов выбрать вторую цифру (она не
должна совпадать с первой, но может быть нулём). Наконец, после того, как вы-
браны первые две цифры, третья цифра не должна совпадать ни с одной из них,
поэтому всегда есть 8 способов её выбрать. Поэтому составить трёхзначное число с
тремя различными цифрами можно 9 · 9 · 8 = 648 способами.
в) Нечётных цифр всего 5: это 1, 3, 5, 7, 9. Значит, первую цифру числа мы мо-
жем выбрать пятью способами, вторую — тоже пятью (независимо от первой) и
третью — тоже пятью (независимо от первых двух). Поэтому составить трёхзначное
число только из нечётных цифр можно 5 · 5 · 5 = 125 способами.
г) Достаточно заметить, что трёхзначные числа, содержащие хотя бы одну чётную
цифру это все трёхзначные числа, кроме тех, которые состоят только из нечётных
цифр. Согласно пункту а), всех трёхзначных чисел 900. Согласно пункту в), трёх-
значных чисел, состоящих только из нечётных цифр, 125. Значит, трёхзначных чи-
сел, содержащих хотя бы одну чётную цифру, будет 900− 125 = 775.


