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À.È.Áóçäèí , ïðîôåññîð, äîêòîð ôèçè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ðóêîâîäèòåëü
îòäåëà òåîðèè êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä â
Óíèâåðñèòåòå Áîðäî, Ôðàíöèÿ

Àëåêñåé Àëåêñååâè÷ Àáðèêîñîâ îáëàäàë
âîèñòèíó ýíöèêëîïåäè÷åñêèìè çíàíèÿìè
ïî ìíîãèì îáëàñòÿì. Ê ïðèìåðó, îí î÷åíü
ëþáèë êîòîâ è çíàë î íèõ àáñîëþòíî âñå (â
øóòêó åãî íàçûâàëè «àêàäåìèê ïî êîòàì»
– ïî êíèæêå Á.Çàõîäåðà «Êèò è Êîò»). Â
äîìå À.À. îáû÷íî æèë ïîðîäèñòûé êîò,
êîòîðûé çàíèìàë î÷åíü âàæíóþ ïîçèöèþ â
ñåìåéíîé èåðàðõèè è ñ êîòîðûì ó À.À.
áûëè îñîáûå îòíîøåíèÿ.

Ñëåäóÿ òðàäèöèè øêîëû Ëàíäàó, À.À.
óäåëÿë áîëüøîå âíèìàíèå íàó÷íûì ñåìè-
íàðàì, ãäå îí âñåãäà àêòèâíî ó÷àñòâîâàë â
äèñêóññèÿõ è çàäàâàë âîïðîñû, ïîìîãàþ-
ùèå ïîíÿòü ñóòü èçëàãàåìîãî. Åãî ïðèñóò-
ñòâèå ïðåâðàùàëî ñåìèíàð â ñâîåãî ðîäà
ïðàçäíèê – åñëè ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì
îí íå ìîã ïðèäòè, òî ýòî ëèøàëî ïðèñóò-
ñòâóþùèõ ïîëîâèíû óäîâîëüñòâèÿ. Çàïîì-
íèëîñü «ïðàâèëî Àáðèêîñîâà» (à ìîæåò
áûòü, «ïðàâèëî Ëàíäàó»?): ïåðâàÿ ÷àñòü

äîêëàäà äîëæíà áûòü ïðåäåëüíî ïðîñòîé –
÷òîáû ïðèñóòñòâóþùèå ïî÷óâñòâîâàëè, ÷òî
îíè âîâñå íå äóðàêè, à âòîðàÿ ÷àñòü äîëæ-
íà áûòü äîâîëüíî ñëîæíîé – ÷òîáû ïðè-
ñóòñòâóþùèå ïîíÿëè, ÷òî è äîêëàä÷èê íå
äóðàê.

Îäíàæäû ÿ ðàññêàçûâàë ñâîþ ðàáîòó íà
ñåìèíàðå ó À.À., è â ðåçóëüòàòå çàâÿçàëàñü
îæèâëåííàÿ äèñêóññèÿ, êîòîðàÿ âûÿâèëà
ìíîãî íîâûõ èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ. Ïîñëå
ñåìèíàðà ÿ îñòîðîæíî ïîèíòåðåñîâàëñÿ
(÷åðåç íàøèõ îáùèõ çíàêîìûõ), íå ñîãëà-
ñèòñÿ ëè À.À. áûòü îïïîíåíòîì ïî ìîåé
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, è áûë î÷åíü ðàä,
êîãäà ïîëó÷èë åãî ñîãëàñèå. Â òî âðåìÿ
áûëî ïðèíÿòî, ÷òîáû åùå çàäîëãî äî çàùè-
òû äèññåðòàíò äåòàëüíî îòâåòèë íà âîïðî-
ñû, êîòîðûå âîçíèêëè ó îïïîíåíòà ïðè
ïåðâîì ÷òåíèè ðóêîïèñè. Îáû÷íî òàêàÿ
îáñòîÿòåëüíàÿ, ãëóáîêàÿ è âäóì÷èâàÿ áå-
ñåäà ïðîõîäèëà äîìà ó îïïîíåíòà. Òàê
áûëî è â ìîåì ñëó÷àå ñ À.À. ß ïðèåõàë ê
íåìó óòðîì, è ìû ïðîñèäåëè ñ íèì äî
âå÷åðà. À.À. âíèêàë íå òîëüêî â ñàìó ñóòü
ðàáîòû, íî è â ìåëü÷àéøèå äåòàëè: êàê

Ï àìÿòè Àëåêñåÿ Àëåêñååâè÷à
Àáðèêîñîâà

Ñîâñåì íåäàâíî, 29 ìàðòà 2017 ãîäà, íå ñòàëî âûäàþù åãîñÿ ôèçèêà-òåîðåòèêà, ëàóðåàòà
Íîáåëåâñêîé, Ëåíèíñêîé, Ãîñóäàðñòâåííîé è ìíîãèõ äð óãèõ ïðåìèé, ÷ëåíà Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê è Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê ÑØÀ, ÷ëå íà Ëîíäîíñêîãî Êîðîëåâñêîãî
îáùåñòâà, ïî÷åòíîãî äîêòîðà äåñÿòêà óíèâåðñèòåòîâ, ìíîãîëåòíåãî ÷ëåíà ðåäàêöèîííîé
êîëëåãèè ñåðèè êíèã «Áèáëèîòå÷êà «Êâàíò», àâòîðà è äðóãà æóðíàëà «Êâàíò» Àëåêñåÿ
Àëåêñååâè÷à Àáðèêîñîâà. Ñ åãî èìåíåì ñâÿçàíû ìíîãèå  îòêðûòèÿ òåîðèè êîíäåíñèðîâàí-
íûõ ñðåä è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, îäíàêî â èñòî ðèþ íàóêè À.À.Àáðèêîñîâ âîøåë,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, êàê ñîçäàòåëü òåîðèè ñâåðõïðîâîäè ìîñòè âòîðîãî ðîäà.

Ïîìèìî îãðîìíîãî íàó÷íîãî òàëàíòà Àëåêñåé Àëåêñååâè ÷ îáëàäàë áëåñòÿùèì äàðîì
ïåäàãîãà. Ñîòíè ó÷åíûõ ïîìíÿò åãî âåëèêîëåïíûå ïî ã ëóáèíå ïîíèìàíèÿ ïðåäìåòà è
êðèñòàëüíîé ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ ëåêöèè, ïîñâÿùåííûå ò åîðèè íîðìàëüíûõ ìåòàëëîâ è
ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Åãî ïåðó ïðèíàäëåæàò ñòàâøèå êëà ññè÷åñêèìè ìîíîãðàôèè «Ìåòîäû
êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå» (íàï èñàíà â ñîàâòîðñòâå ñ Ë.Ï.Ãîðüêî-
âûì è È.Å.Äçÿëîøèíñêèì) è «Îñíîâû òåîðèè ìåòàëëîâ».

Äâóì íàøèì êîëëåãàì – ó÷åíîìó ñåêðåòàðþ «Áèáëèîòå÷ê è «Êâàíò» (ñ 1986 ïî 1994 ã.)
À.È.Áóçäèíó è ÷ëåíó ðåäêîëëåãèè «Êâàíòà», çàìåñòèòå ëþ ãëàâíîãî ðåäàêòîðà æóðíàëà (ñ
1986 ïî 1992 ã.) À.À.Âàðëàìîâó – ïîñ÷àñòëèâèëîñü ðà áîòàòü ñ àêàäåìèêîì À.À.Àáðèêîñî-
âûì. Ïîýòîìó ïóáëèêàöèþ ñòàòüè À.À.Àáðèêîñîâà, ïîñâ ÿùåííîé ÿâëåíèþ ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè, ìû ïðåäâîñõèùàåì èõ âîñïîìèíàíèÿìè îá ó÷èòåë å.
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ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé
ðàçíûå ïðåäåëüíûå ñëó-
÷àè, êàêîâû èìåþùèåñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå è ò.ï. Â ðåçóëüòàòå
çíà÷èòåëüíî óëó÷øèëñÿ
òåêñò ìîåé äèññåðòàöèè è
áûë ñôîðìóëèðîâàí ðÿä
çàäà÷, êîòîðûå çàòåì âû-
ëèëèñü â îòäåëüíûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ (÷àñòü èç íèõ
ìû âûïîëíèëè âìåñòå ñ
À.À.). Êîãäà À.À. ñòàë
äèðåêòîðîì Èíñòèòóòà
ôèçèêè âûñîêèõ äàâëå-
íèé ÐÀÍ, îí ïðèãëàñèë
ìåíÿ ðàáîòàòü â òåîðåòè-
÷åñêîì îòäåëå ýòîãî èí-
ñòèòóòà.

Â êîíöå ñåíòÿáðÿ 2003
ãîäà À.À. ïðèåõàë â Áîðäî íà öåðåìîíèþ
ïðèñâîåíèÿ åìó çâàíèÿ Ïî÷åòíîãî äîêòîðà
Óíèâåðñèòåòà Áîðäî. Êîãäà ÿ ïðåäñòàâëÿë
åãî, òî ñðåäè ïðî÷åãî óïîìÿíóë, ÷òî ó À.À.
ìíîãî ðàçíûõ ïðåìèé è íàó÷íûõ íàãðàä è,
ïîæàëóé, íå õâàòàåò ëèøü Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè. Êàê æå ìû âñå îáðàäîâàëèñü,
êîãäà ÷åðåç äâå íåäåëè Íîáåëåâñêèé êîìè-
òåò îáúÿâèë î ïðèñóæäåíèè Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè 2003 ãîäà ïî ôèçèêå À.À.Àáðèêî-
ñîâó, Â.Ë.Ãèíçáóðãó è Ý.Ëåããåòó. Ìíå
ïîñ÷àñòëèâèëîñü áûòü ãîñòåì Àáðèêîñîâà
íà Íîáåëåâñêîé íåäåëå è, â ÷àñòíîñòè,
íàáëþäàòü, êàê À.À. â òå÷åíèå âñåãî òîð-
æåñòâåííîãî áàíêåòà ñ áîëüøèì óñïåõîì
äåìîíñòðèðîâàë ìëàäøåé ïðèíöåññå êîðî-
ëåâñêîé ñåìüè ñâîé äàð íåïðåâçîéäåííîãî
ðàññêàç÷èêà.

Íåñìîòðÿ íà òîò îãðîìíûé âêëàä, êîòî-
ðûé À.À. âíåñ â ðàçíûå îáëàñòè ôèçèêè,
îí ñ÷èòàë, ÷òî ïî-íàñòîÿùåìó õîðîøèå
èäåè ïðèõîäÿò â ãîëîâó ðåäêî è íàäî èõ
óìåòü öåíèòü. Ïîýòîìó îí íå ëþáèë, êîãäà
êòî-íèáóäü åãî ñïðàøèâàë, êàêîé ïðîáëå-
ìîé åìó ñëåäîâàëî áû çàíÿòüñÿ. «Ïî÷åìó
ÿ áóäó åìó ýòî ãîâîðèòü? Åñëè ó ìåíÿ åñòü
èíòåðåñíàÿ çàäà÷à, ÿ åå ðåøó ñàì, – À.À.
íåìíîãî ïîäóìàë è äîáàâèë. – Ïîæàëóé, ÿ
íå ïðèïîìíþ, ÷òîáû ÿ íå ñìîã ðåøèòü
êàêîé-íèáóäü ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàííîé
çàäà÷è. Ïðîñòî èíîãäà ýòî çàíèìàëî áîëü-

øå âðåìåíè. Íî â êîíöå êîíöîâ ÿ âñåãäà
íàõîäèë ðåøåíèå».

Àëåêñåé Àëåêñååâè÷ áûë ðåä÷àéøåé ëè÷-
íîñòüþ – âîëåþ ñóäåá îí âûáðàë ôèçèêó
êàê ñôåðó ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, íî åñëè áû
ýòî áûëà äðóãàÿ îáëàñòü íàóêè, òî îí è â
íåé äîñòèã áû âûäàþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ.

À.À.Âàðëàìîâ,  ïðîôåññîð, äîêòîð ôè-
çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, âåäóùèé íà-
ó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ñâåðõïðî-
âîäèìîñòè è èííîâàöèîííûõ ìàòåðèàëîâ,
Èòàëèÿ

Ñ Àëåêñååì Àëåêñååâè÷åì Àáðèêîñîâûì
ó ìåíÿ ñâÿçàíû ïî÷òè ïîëâåêà æèçíè.
Áóäó÷è ñòóäåíòîì ÷åòâåðòîãî êóðñà Ôèç-
òåõà, ìíå ïîâåçëî ñòàòü åãî ó÷åíèêîì.
Çàòåì áûëà àñïèðàíòóðà, ïîñëå çàùèòû
êàíäèäàòñêîé ÿ ñòàë åãî ñîòðóäíèêàì, çà-
òåì – ñîàâòîðîì è, íàäåþñü, äðóãîì. ß
ó÷èëñÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ïî åãî êíè-
ãàì, ïî íèì æå ó÷èë è ó÷ó ñòóäåíòîâ
ñåãîäíÿ; ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè èç êëàññè÷åñ-
êèõ ðàáîò À.À., ó÷èëñÿ ìàñòåðñòâó, îí æå
ó÷èë ìåíÿ ïèñàòü íàó÷íûå ñòàòüè. Êðîìå
ñòðîãî îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû èçëîæå-
íèÿ, À.À. âñåãäà òðåáîâàë, ÷òîáû ñòàòüÿ
çàâåðøàëàñü ôîðìóëîé, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ïðîâåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â òî
æå âðåìÿ ññûëêè íà ñîâïàäåíèå òåîðåòè-
÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-

À.È.Áóçäèí, À.À.Àáðèêîñîâ, À.À.Âàðëàìîâ
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ìè äàííûìè äëÿ íåãî íå ÿâëÿëèñü àðãóìåí-
òîì â ïîëüçó èõ ïðàâèëüíîñòè: òåîðåòè÷åñ-
êàÿ ðàáîòà äîëæíà áûëà áûòü ñòðîãî âûâå-
ðåíà ñîãëàñíî êàíîíàì øêîëû Ëàíäàó.

Êîãäà â 70–80-å ãîäû Àëåêñåé Àëåêñåå-
âè÷ ïîÿâëÿëñÿ íà çàñåäàíèè êàôåäðû òåî-
ðåòè÷åñêîé ôèçèêè íà ñåäüìîì ýòàæå ãëàâ-
íîãî êîðïóñà ÌÈÑèÑà, îí áûñòðî ðàçáè-
ðàëñÿ ñ òåêóùèìè äåëàìè è íà÷èíàëîñü
ñàìîå èíòåðåñíîå – À.À. ïóñêàëñÿ â ðàñ-
ñêàçû. Îí áûë áëåñòÿùèì ðàññêàç÷èêîì,
êîòîðîãî ìîæíî áûëî ñëóøàòü ÷àñàìè.
Êàçàëîñü, ìèð áîëüøîé ôèçèêè îòêðûâàë-
ñÿ çà ïûëüíûì îêíîì, çà êîòîðûì òîëüêî
÷òî øóìåë Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò. Ðàçãîâî-
ðû î ôèçèêå áûëè íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ
íàøåãî îáùåíèÿ ñ À.À. è â õîëëå Èíñòèòó-
òà ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì, ãäå îí òðàäèöèîí-
íî íàçíà÷àë âñòðå÷è ñâîèì ñòóäåíòàì, è ñ
ëûæàìè â ðóêàõ â î÷åðåäè íà ïîäúåìíèê â
Áàêóðèàíè, ãäå ïðîõîäèëè çèìíèå ñèìïî-
çèóìû ïî ôèçèêå íèçêèõ òåìïåðàòóð, è íà
ïëÿæå âî âðåìÿ îäåññêèõ êîíôåðåíöèé ïî
òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Èç ýòèõ ðàçãîâî-
ðîâ, èç ïðîñëóøàííûõ äîêëàäîâ ðîæäà-
ëèñü íîâûå çàäà÷è.

Àëåêñåé Àëåêñååâè÷ âñåãäà áûë ÷ðåçâû-
÷àéíî âíèìàòåëåí ê ýêñïåðèìåíòó è èìåë
óäèâèòåëüíîå ÷óòüå íà íîâûå ÿâëåíèÿ.
Òàê, ïîñëå äîêëàäà ôðàíöóçñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòàòîðà Äåíè Äæåðîìà îá óäèâèòåëü-
íûõ ñâîéñòâàõ òîëüêî ÷òî ñèíòåçèðîâàí-
íûõ îðãàíè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, À.À.
ïîñîâåòîâàë ìíå çàíÿòüñÿ èññëåäîâàíèåì
ïðèðîäû íàáëþäàåìîé â íèõ ïñåâäîùåëè.
Ýòî ïîñëóæèëî îñíîâîé äëÿ öèêëà ðàáîò,
ïðèãîäèâøèõñÿ âïîñëåäñòâèè è ïðè èçó÷å-
íèè ñâîéñòâ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ. Ïîñëå äîêëàäà íà áàêóðèàí-

ñêîì ñèìïîçèóìå ýêñïåðèìåíòàòîðà èç
Êóð÷àòîâñêîãî èíñòèòóòà Âàëåðèÿ Åãîðî-
âà, ïîñâÿùåííîãî àíîìàëüíûì òðàíñïîðò-
íûì ñâîéñòâàì ñïëàâîâ 1Li Mgx x�  ïðè íèç-
êèõ òåìïåðàòóðàõ, À.À. îáðàòèë ìîå âíè-
ìàíèå íà ïðîòèâîðå÷èÿ â ñóùåñòâóþùåì
òåîðåòè÷åñêîì ïîíèìàíèè ýòèõ ÿâëåíèé. Â
ðåçóëüòàòå áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ ïåðåõîäîâ
Ëèôøèöà â ñïëàâàõ ïðè êîíå÷íûõ òåìïå-
ðàòóðàõ. Èíòåðåñ ê ýòîé äåÿòåëüíîñòè â
ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì íîâûõ ñâåðõïðîâî-
äÿùèõ ìàòåðèàëîâ, ñèñòåì òÿæåëûõ ôåð-
ìèîíîâ, ìîäèôèêàöèé ãðàôåíà íå èññÿêà-
åò è ñåãîäíÿ.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ñàì À.À., åñëè îí
ëè÷íî íå ïðîäåëàë ñîîòâåòñòâóþùèõ âû-
÷èñëåíèé, íèêîãäà íå ïîäïèñûâàë ðàáîòó,
ñäåëàííóþ ïî åãî èäåå.

Â 1993 ãîäó ìû ñ À.È.Áóçäèíûì ðàáîòà-
ëè â òåîðåòè÷åñêîì îòäåëå Àðãîíñêîé íà-
öèîíàëüíîé ëàáîðàòîðèè, êîòîðûé â òî
âðåìÿ âîçãëàâëÿë À.À.Àáðèêîñîâ. Ýòî áûëî
âðåìÿ èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé âûñîêî-
òåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, â êîòî-
ðûõ âñå ìû àêòèâíî ïðèíèìàëè ó÷àñòèå.
À.À. ÷àñòî çàõîäèë ê íàì â êàáèíåò è
íà÷èíàë îáñóæäàòü èõ íåîáû÷íûå, ïðîòè-
âîðå÷àùèå ñëîæèâøèìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿì
òðàäèöèîííîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè
ñâîéñòâà. È âíîâü âñå îêðóæàþùåå íàñ –
ñåðàÿ âîåííîãî îáðàçöà ãîäîâ àòîìíîãî
ïðîåêòà ìåáåëü, îñâåùåííûå íåîíîâûìè
ëàìïàìè ñòåíû – óõîäèëî âäàëü: áëàãîäà-
ðÿ ñèëå òàëàíòà è êðàñíîðå÷èþ Àëåêñåÿ
Àëåêñååâè÷à ìû ïîïàäàëè â ìèð âèõðåé
åãî èìåíè è êóïåðîâñêèõ ïàð, ðåçîíàíñíî-
ãî òóííåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîíîâ è îñîáåííî-
ñòåé âàí Õîâà, â ìèð, â êîòîðîì îí æèë è
áûë ñ÷àñòëèâ.

Ìû ïåðåïå÷àòûâàåì ñòàòüþ À.À.Àáðèêîñîâà, îïóáëèêîâà ííóþ â æóðíàëå «Êâàíò» ïî÷òè
30 ëåò íàçàä, â 1988 ãîäó. Ýòà äàòà çàìå÷àòåëüíà ïî  äâóì ïðè÷èíàì: âî-ïåðâûõ,
ïóáëèêàöèÿ áûëà ïîñâÿùåíà øåñòèäåñÿòèëåòèþ Àëåêñåÿ Àëåêñååâè÷à, à âî-âòîðûõ,
ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ íà÷àëàñü íîâàÿ ýðà â èññëåäî âàíèÿõ ñâåðõïðîâîäèìîñòè – ýðà
âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ñòàòüÿ ïðåäñò àâëÿåò ïðåêðàñíûé îáçîð èñòî-
ðèè èçó÷åíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè, íàïèñàííûé îäíèì èç  íåïîñðåäñòâåííûõ ñîçäàòåëåé
ýòîé íàóêè. Â êîíöå ñòàòüè àâòîð äåëèòñÿ ñâîèì âèäå íèåì òîëüêî ÷òî îòêðûòîãî ôåíîìåíà
âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Îí ïðåêðàñíî  ðåçþìèðóåò ñîáûòèÿ ïåðâîãî,
âàæíåéøåãî ãîäà ýòèõ èññëåäîâàíèé. Çà ïîñëåäóþùèå 2 9 ëåò â ñîòíÿõ ëàáîðàòîðèé ïî
âñåìó ìèðó áûëè îòêðûòû òûñÿ÷è íîâûõ ñâåðõïðîâîäÿùè õ âåùåñòâ, êðèòè÷åñêàÿ òåìïå-
ðàòóðà áûëà ïîâûøåíà äî 165 Ê. Îäíàêî åäèíñòâåííîé îáùåïðèçíàííîé òåîðèè ÿâëåíèÿ
ñâåðõïðîâîäèìîñòè íå ñóùåñòâóåò è ñåãîäíÿ.



Ñâåðõïðîâîäèìîñòü:
èñòîðèÿ, ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ,

ïîñëåäíèå óñïåõè

À.ÀÁÐÈÊÎÑÎÂ

ßÂËÅÍÈÅ ÑÂÅÐÕÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ ÁÛ-
ëî îòêðûòî ãîëëàíäñêèì ôèçèêîì Êà-

ìåðëèíã-Îííåñîì â 1911 ãîäó. Êàìåðëèíã-
Îííåñó ïåðâîìó óäàëîñü ïîëó÷èòü æèäêèé
ãåëèé, è îí èñïîëüçîâàë åãî äëÿ ñîçäàíèÿ
êðèîñòàòîâ – ïðèáîðîâ, â êîòîðûõ ìîæíî
ïîääåðæèâàòü î÷åíü íèçêóþ òåìïåðàòóðó.
Â ÷àñòíîñòè, îí ðåøèë ïðîâåðèòü ïðàâèëü-
íîñòü ñóùåñòâîâàâøèõ â òî âðåìÿ ïðåä-
ñòàâëåíèé î ïîâåäåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.
Èçìåðÿÿ ñîïðîòèâëåíèå ðòóòè, Êàìåðëèíã-
Îííåñ îáíàðóæèë, ÷òî îíî ñêà÷êîì îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî 4 Ê.
Ýòî ÿâëåíèå áûëî íàçâàíî ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòüþ, à òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà â ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå – êðèòè÷åñêîé. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîãî ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ ñ ñàìûìè ðàçíûìè êðèòè÷åñ-
êèìè òåìïåðàòóðàìè, îò äîëåé ãðàäóñà äî
ïðèìåðíî 100 Ê. Íî î ïîñëåäíèõ ÿ ñêàæó
ïîçæå.

Ïîñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ ñâåðõïðî-
âîäíèêîâ ïîçâîëèëè îáíàðóæèòü ìíîãèå
èõ çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà. Òàê, îêàçà-
ëîñü, ÷òî ñâåðõïðîâîäèìîñòü ðàçðóøàåò-
ñÿ ìàãíèòíûì ïîëåì. Êðèòè÷åñêîå ïîëå,
ïðè êîòîðîì ýòî ïðîèñõîäèò, çàâèñèò îò
òåìïåðàòóðû. Äàëåå îáíàðóæèëîñü, ÷òî
ñâåðõïðîâîäèìîñòü èñ÷åçàåò è â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ïî îáðàçöó ïðîïóñêàþò äîñòà-
òî÷íî áîëüøîé òîê. Íàêîíåö, áûë îáíà-
ðóæåí òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò Ìåéñíå-
ðà, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Åñëè ïîìåñòèòü ìåòàëë â íå î÷åíü
ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå è ïîíèæàòü òåì-
ïåðàòóðó, òî ïðè ïåðåõîäå ìåòàëëà â ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ëèíèè ïîëÿ âûòîë-

êíóòñÿ èç íåãî. Ïîñëåäóþùåå èçó÷åíèå
ïîêàçàëî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðè òàêîì
ïåðåõîäå ó ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà
âîçíèêàåò íåáîëüøîé ñëîé, òîëùèíîé

5 610 10� �� ñì, â êîòîðîì öèðêóëèðóþò
òîêè, ïîëíîñòüþ ýêðàíèðóþùèå âíóòðåí-
íèå îáëàñòè îáðàçöà îò âíåøíåãî ïîëÿ.
Òîëùèíà ýòîãî ñëîÿ íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé
ïðîíèêíîâåíèÿ.

ß íå áóäó ïåðå÷èñëÿòü âñå ôàêòû, ñâèäå-
òåëüñòâóþùèå î ñâîéñòâàõ ñâåðõïðîâîäíè-
êîâ. Èõ áûëî îáíàðóæåíî ìíîãî. Íî, òåì
íå ìåíåå, ñàìî ÿâëåíèå îñòàâàëîñü òàèí-
ñòâåííûì. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâîâàëî íåêîå
ïðèíöèïèàëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå,
êàê êàçàëîñü, äåëàëî ñâåðõïðîâîäèìîñòü
íåâîçìîæíîé.

Â 1937 ãîäó Ï.Ë.Êàïèöà îòêðûë ÿâëå-
íèå ñâåðõòåêó÷åñòè æèäêîãî ãåëèÿ – åãî
ñïîñîáíîñòü ïðîòåêàòü ïî óçêèì êàïèëëÿ-
ðàì áåç âñÿêîãî òðåíèÿ. ×åðåç ÷åòûðå
ãîäà Ë.Ä.Ëàíäàó ñóìåë îáúÿñíèòü ýòî ÿâ-
ëåíèå. Â òåîðèè Ëàíäàó áûë âûâåäåí òàê
íàçûâàåìûé êðèòåðèé ñâåðõòåêó÷åñòè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó âÿçêîñòü ìîãëà âîçíè-
êàòü ïðè äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ, ïðåâû-
øàâøåé íåêîòîðóþ êðèòè÷åñêóþ. Îïèøó
ýòî êà÷åñòâåííî. Òîðìîæåíèå ãåëèÿ îçíà-
÷àåò èçìåíåíèå åãî ýíåðãèè è èìïóëüñà.
Îäíàêî æèäêèé ãåëèé ÿâëÿåòñÿ êâàíòî-
âîé æèäêîñòüþ è ìîæåò ìåíÿòü ýíåðãèþ
è èìïóëüñ, ïîãëîùàÿ è èçëó÷àÿ îïðåäå-
ëåííûå êâàíòû, íàçâàííûå êâàçè÷àñòèöà-
ìè. Ýòè êâàçè÷àñòèöû âåäóò ñåáÿ â îáúå-
ìå òåëà êàê íàñòîÿùèå ÷àñòèöû, ïðàâäà ñ
íåîáû÷íîé ñâÿçüþ ìåæäó ýíåðãèåé è èì-
ïóëüñîì. Ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè è îáû÷-
íûìè ÷àñòèöàìè – ýëåêòðîíàìè, ôîòîíà-
ìè – çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíå òåëà
êâàçè÷àñòèöû ñóùåñòâîâàòü íå ìîãóò. Â Îïóáëèêîâàíî â «Êâàíòå» ¹6 çà 1988 ãîä.
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æèäêîì ãåëèè òàêèå ÷àñòèöû ìîãóò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ñêîðîñòü òå÷å-
íèÿ ãåëèÿ âûøå îïðåäåëåííîé êîíå÷íîé
âåëè÷èíû.

Êàçàëîñü áû, îòñþäà ëåãêî ïåðåéòè ê
îáúÿñíåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè êàê ñâåðõ-
òåêó÷åñòè çàðÿæåííîé ýëåêòðîííîé æèä-
êîñòè â ìåòàëëàõ. Îäíàêî ñâîéñòâà êâà-
çè÷àñòèö, âîçíèêàþùèõ â ýëåêòðîííîé
æèäêîñòè, îêàçàëèñü îòëè÷íûìè îò
ñâîéñòâ êâàçè÷àñòèö â æèäêîì ãåëèè. Òàê,
äëÿ íèõ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòåêàíèå òîêà áåç ñî-
ïðîòèâëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âîîáùå íåâîç-
ìîæíûì. Â ÷åì æå ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ æèäêîñòÿìè – æèäêèì ãåëèåì è
ýëåêòðîííîé æèäêîñòüþ? Îíà, ïðåæäå
âñåãî, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñîáñòâåí-
íûé ìîìåíò âðàùåíèÿ, íàçûâàåìûé ñïè-
íîì, ó àòîìîâ ãåëèÿ ðàâåí íóëþ, à ó
ýëåêòðîíîâ îí 2h , ãäå h  – ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà. Ïîýòîìó ñðàçó âñòàë âîïðîñ, íå
ìîãóò ëè ýëåêòðîíû îáúåäèíÿòüñÿ â ïàðû.
Ó òàêèõ ïàð ïîëíûé ñïèí áûë áû ðàâåí
ëèáî íóëþ (ñïèíû ýëåêòðîíîâ íàïðàâëå-
íû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû), ëèáî
h. Ïîäîáíûå ïàðû êâàçè÷àñòèö â ýëåêò-
ðîííîé æèäêîñòè ìîãëè áû íàïîìèíàòü
êâàçè÷àñòèöû æèäêîãî ãåëèÿ, è ìîæíî
áûëî áû íàäåÿòüñÿ îáúÿñíèòü ÿâëåíèå
ñâåðõïðîâîäèìîñòè ïî àíàëîãèè ñî ñâåðõ-
òåêó÷åñòüþ. Îäíàêî ýëåêòðîíû – îäíî-
èìåííî çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, áëàãîäàðÿ
êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ îíè îòòàë-
êèâàþòñÿ, è íèêàêîé ïðè÷èíû äëÿ îáúå-
äèíåíèÿ â ïàðû, êàçàëîñü áû, íåò.

Ëèøü â 1950 ãîäó áûë ïðîèçâåäåí ýêñ-
ïåðèìåíò ïî èçìåðåíèþ êðèòè÷åñêèõ ïî-
ëåé êðB  è òåìïåðàòóð êðT  îáðàçöîâ ðòóòè
ðàçíîãî èçîòîïè÷åñêîãî ñîñòàâà, êîòîðûé
ïðîëèë ñâåò íà âîçìîæíûå ïðè÷èíû îá-
ðàçîâàíèÿ ïàð. Âûÿñíèëîñü, ÷òî âåëè÷è-
íû êðT  è êðB  çàâèñÿò îò ìàññû èçîòîïà M
ïî çàêîíó
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Íî ìàññà ÿäåð, îáðàçóþùèõ êðèñòàëëè-
÷åñêóþ ðåøåòêó, ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â èõ
äâèæåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ñòàëî ÿñíî,
÷òî ýòî äâèæåíèå ñóùåñòâåííî äëÿ ñâåðõ-

ïðîâîäèìîñòè. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ôàê-
òå, àíãëèéñêèé ôèçèê Ã.Ôð¸ëèõ è íåçà-
âèñèìî îò íåãî àìåðèêàíñêèé ôèçèê
Äæ.Áàðäèí ïðåäëîæèëè êîíöåïöèþ,
îáúÿñíÿþùóþ ïðèðîäó ñèë ïðèòÿæåíèÿ
ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Äåëî â òîì, ÷òî ÿäðà,
à òî÷íåå èîíû, îáðàçóþùèå êðèñòàëëè-
÷åñêóþ ðåøåòêó ìåòàëëà, òîæå ÿâëÿþòñÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìîé è â ýòîé ñèñòåìå òàê-
æå èìåþòñÿ êâàçè÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîëåáàíèÿì ðåøåòêè. Îíè íàçûâà-
þòñÿ ôîíîíàìè. Ýëåêòðîíû ìîãóò îáìå-
íèâàòüñÿ ôîíîíàìè, è ýòî îáÿçàòåëüíî
ïðèâîäèò ê ïðèòÿæåíèþ, êîòîðîå ìîæåò
ïðåâçîéòè íåïîñðåäñòâåííîå êóëîíîâñêîå
îòòàëêèâàíèå.

Îäíàêî äàæå ïîñëå òîãî êàê áûëà âûñêà-
çàíà ýòà èäåÿ, îñòàâàëîñü íåÿñíî, êàê áëà-
ãîäàðÿ òàêîìó ïðèòÿæåíèþ âîçìîæíî îá-
ðàçîâàíèå ïàð èç ýëåêòðîíîâ. Ñîãëàñíî
êâàíòîâîé ìåõàíèêå, äëÿ ýòîãî ñèëû ïðè-
òÿæåíèÿ äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøè-
ìè è äåéñòâîâàòü íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè.
Èíà÷å êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ
ðàñòàùèò èõ â ðàçíûå ñòîðîíû. Âûõîä èç
ýòîãî ïîëîæåíèÿ íàøåë àìåðèêàíñêèé
ôèçèê Ë.Êóïåð, êîòîðûé îáðàòèë âíèìà-
íèå íà òîò ôàêò, ÷òî ðå÷ü èäåò îá îáðàçî-
âàíèè ïàð íå èç äâóõ èçîëèðîâàííûõ ýëåê-
òðîíîâ, à â ïðèñóòñòâèè âñåé ñîâîêóïíîñòè
äðóãèõ ýëåêòðîíîâ. Ìîæíî ñêàçàòü è èíà-
÷å: ïàðû îáðàçóþòñÿ íå èç ýëåêòðîíîâ, à èç
êâàçè÷àñòèö ýëåêòðîííîé æèäêîñòè. Ýòè
ïàðû ïî èìåíè èõ îòêðûâàòåëÿ ñòàëè íà-
çûâàòü êóïåðîâñêèìè.

Â 1957 ãîäó Äæ.Áàðäèíûì, Ë.Êóïåðîì
è Ð.Øðèôôåðîì è íåçàâèñèìî îò íèõ
àêàäåìèêîì Í.Í.Áîãîëþáîâûì áûëà ïî-
ñòðîåíà ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàëà âîåäèíî
âñå èçâåñòíûå îïûòíûå ôàêòû î ñâîéñòâàõ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ.

ß íå áóäó èçëàãàòü çäåñü ýòó òåîðèþ
ââèäó åå ñëîæíîñòè. Îòìå÷ó ëèøü íå-
ñêîëüêî âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâ. Ïðåæäå
âñåãî, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ïðè Ò = 0, òî
ïåðåäàòü åé ýíåðãèþ ìîæíî ëèøü ðàçîðâàâ
ïàðó. Ýòî òðåáóåò çàòðàòû êîíå÷íîé ýíåð-
ãèè, êîòîðóþ îáîçíà÷àþò 2�$. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ýëåêòðîííàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè íèç-
êèõ òåìïåðàòóðàõ âåäåò ñåáÿ êàê Te��$ .



Âòîðîå: ÿ óæå îòìå÷àë, ÷òî äëÿ ñâÿçûâà-
íèÿ ýëåêòðîíîâ â ïàðû ñóùåñòâåííî íàëè-
÷èå âñåãî ýëåêòðîííîãî êîëëåêòèâà. Íî
ñîñòîÿíèå ýòîé ñèñòåìû çàâèñèò îò òåìïå-
ðàòóðû. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ñâÿçè ïàðû 2�$
çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ïðè êðT T��
îáðàùàåòñÿ â íîëü – ñâåðõïðîâîäíèê ñòà-
íîâèòñÿ íîðìàëüíûì ìåòàëëîì.

Òðåòüå ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïàðû
èìåþò êîíå÷íûé ðàçìåð ïîðÿäêà

4 510 10� ��  ñì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê æå
îíè íå ìåøàþò äðóã äðóãó? Âåäü ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè â ìåòàëëå
ïîðÿäêà 810� ñì. Ýòîò ïàðàäîêñ ÿâëÿåòñÿ
ïðîÿâëåíèåì êâàíòîâûõ ñâîéñòâ âåùåñòâà.
Îäèí èç àâòîðîâ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåî-

ðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè Øðèôôåð äëÿ
ñðàâíåíèÿ óïîäîáèë ýëåêòðîíû â ñâåðõ-
ïðîâîäíèêå òàíöîðàì â ñîâðåìåííîé äèñ-
êîòåêå. Äâîå òàíöóþò, è õîòÿ ìåæäó íèìè
åùå ìíîãî äðóãèõ òàíöîðîâ, îíè íå òåðÿþò
ñâÿçü äðóã ñ äðóãîì. Ïîýòîìó òî÷íåå ãîâî-
ðèòü íå î ïàðàõ, à î ïàðíîé êîððåëÿöèè
ýëåêòðîíîâ â ñâåðõïðîâîäíèêå.

ß óæå ãîâîðèë î òîì, ÷òî êîãäà âíåø-
íåå ìàãíèòíîå ïîëå ñðàâíèâàåòñÿ ñ êðè-
òè÷åñêèì, òî ñâåðõïðîâîäíèê ñêà÷êîì ïå-
ðåõîäèò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî óò-
âåðæäåíèå, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâî
ëèøü äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà â ïðî-
äîëüíîì ïîëå è ïðèòîì íå äëÿ âñåõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî÷åìó áû

Ìåòàëëè÷åñêèé öèëèíäð, îõëàæäàåìûé äî íèçêîé òåìïåð àòóðû, íàõîäèòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì
ñîñòîÿíèè. Ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõí îñòè öèëèíäðà èíäóöèðóþòñÿ êðóãîâûå òîêè,
êîòîðûå ñîçäàþò â öèëèíäðå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöè åé òîêB

r
, ðàâíîé ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïî-

ëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ èíäóêöèè âíåøB
r

 âíåøíåãî ïîëÿ. Ýòè êðóãîâûå òîêè – ñâåðõïðîâîäÿùèå
è íå çàòóõàþò ñî âðåìåíåì. Ïîýòîìó â òîëùå ñâåðõïðî âîäíèêà ñóììàðíàÿ èíäóêöèÿ ðàâíà íóëþ:

âíåø òîê 0B B�� ��
rur ur

. Ëèíèè èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ïðîíèêàþò â ñâå ðõïðîâîäíèê.
×åì áîëüøå èíäóêöèÿ âíåøíåãî ïîëÿ, òåì áîëüøèé òîê äîëæåí òå÷ü ïî ïîâåðõíîñòè, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ýêðàíèðîâêó âíóòðåííåé îáëàñòè ìåòàëëè÷å ñêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà îò âíåøíåãî ïîëÿ.
Ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè èíäóêöèè âíåøíåã î ïîëÿ êðB  ïîëå ïðîíèêàåò âíóòðü
îáðàçöà, ñâåðõïðîâîäèìîñòü ðàçðóøàåòñÿ – ìåòàëë ïåð åõîäèò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ òàêîãî
ïåðåõîäà íå îáÿçàòåëüíî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Òîê , òåêóùèé ïî ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà,
ñàì ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå, è êîãäà òîêB  äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êðB , ñâåðõïðîâî-
äèìîñòü ðàçðóøàåòñÿ. Âåëè÷èíà êðB  ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû, íî äàæå âáëèçè Ò  = 0
çíà÷åíèå êðB  ó ÷èñòûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ìåòàëëîâ íåâåëèêî – íå áî ëåå äåñÿòûõ äîëåé òåñëà.
Â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñïëàâàõ, òàê æå êàê è â ðÿäå ñâåð õïðîâîäÿùèõ ñîåäèíåíèé, ïðè íåêîòîðîì
çíà÷åíèè èíäóêöèè êð1B  ïîëå íà÷èíàåò ïðîíèêàòü âíóòðü ñâåðõïðîâîäíèêà. Â òîëùå îáðàçöà
ïîÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå ñãóñòêè ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêö èè. Êàæäûé òàêîé ñãóñòîê îêðóæåí
êîëüöåâûìè íåçàòóõàþùèìè òîêàìè, íàïîìèíàþùèìè âèõð è â æèäêîñòè èëè â ãàçå. Ýòè ñãóñòêè è
íàçûâàþò âèõðÿìè. Âíóòðè âèõðÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü ðà çðóøåíà, íî â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó âèõðÿìè
îíà ñîõðàíÿåòñÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷èñëî âèõðåé ðàñòåò. Ïðè íåêîòîðîì
çíà÷åíèè èíäóêöèè êð2B  âèõðè íà÷èíàþò ïåðåêðûâàòüñÿ, ïîëå «çàïîëíÿåò» îáð àçåö, ñâåðõïðîâî-
äèìîñòü ïîëíîñòüþ ðàçðóøàåòñÿ. Ñâåðõïðîâîäíèêè ñ òà êèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþò ñâåðõïðîâîä-
íèêàìè âòîðîãî ðîäà

Ñ Â Å Ð Õ Ï Ð Î Â Î Ä È Ì Î Ñ Ò Ü . . . 7



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 7 / ¹ 68

ìàññèâíîìó ñâåðõïðîâîäíèêó íå ðàçáèòü-
ñÿ íà òîíêèå ñëîè íîðìàëüíîãî è ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî ìåòàëëà è íå ñîõðàíèòü
ñâåðõïðîâîäèìîñòü äî ãîðàçäî áîëüøèõ
ïîëåé? Âåäü êðèòè÷åñêîå ïîëå äëÿ òîí-
êîãî ñëîÿ âûøå, ÷åì äëÿ ìàññèâíîãî
ñâåðõïðîâîäíèêà. Ðàçáèåíèå íà ñëîè íå
ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî âî âñåõ ÷èñòûõ
ñâåðõïðîâîäíèêàõ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî
ìåòàëëà, ñóùåñòâóåò îñîáàÿ ïîâåðõíîñò-
íàÿ ýíåðãèÿ, âîçíèêàþùàÿ íà ãðàíèöàõ
ìåæäó íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé
ôàçàìè. Ýòà ýíåðãèÿ, ïîäîáíî ïîâåðõíî-
ñòíîìó íàòÿæåíèþ, ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü
ïîâåðõíîñòü ãðàíèö. Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ
òåîðèÿ îáúÿñíèëà åå ïðîèñõîæäåíèå. Îêà-
çàëîñü, ÷òî îíà ñâÿçàíà ñ êîíå÷íûì ðàç-
ìåðîì êóïåðîâñêèõ ïàð. Åñëè óìåíüøàòü
ýòîò ðàçìåð, òî ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ
ìîæåò èçìåíèòü çíàê è ñäåëàòüñÿ îòðèöà-
òåëüíîé. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò åñòåñòâåí-
íîå ðàçäåëåíèå ñâåðõïðîâîäíèêîâ íà
ñâåðõïðîâîäíèêè ïåðâîãî ðîäà – ñ ïîëî-
æèòåëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé è
ñâåðõïðîâîäíèêè âòîðîãî ðîäà – ñ îòðè-
öàòåëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèåé. Íàäî
çàìåòèòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèêè âòîðîãî
ðîäà ÿâëÿþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûìè, ÷åì ñâåðõïðîâîäíèêè ïåðâîãî
ðîäà. Ìàëî òîãî: ëþáîé ñâåðõïðîâîäíèê
ïåðâîãî ðîäà ìîæíî ïåðåâåñòè âî âòîðîé
ðîä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè â íåãî
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àòîìîâ ïðèìåñè èëè
êàê-íèáóäü èíà÷å èñïîðòèòü êðèñòàëëè-
÷åñêóþ ðåøåòêó. Ýëåêòðîíû íà÷èíàþò
ðàññåèâàòüñÿ íà ýòèõ äåôåêòàõ. Õàðàêòåð
äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ ìåíÿåòñÿ, è ðàçìåð
ïàð ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå. Ïðè äîñòàòî÷íîé
êîíöåíòðàöèè äåôåêòîâ ñâåðõïðîâîäíèê
ïåðâîãî ðîäà îáÿçàòåëüíî ïåðåõîäèò âî
âòîðîé ðîä.

Òåïåðü ÿ íåìíîãî ðàññêàæó î ñâîéñòâàõ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà. Ïîñêîëü-
êó ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ â íèõ îòðèöà-
òåëüíà, òî íè÷òî íå ïðåïÿòñòâóåò áåñêî-
íå÷íîìó ðàñùåïëåíèþ èõ îáúåìà íà íîð-
ìàëüíûå è ñâåðõïðîâîäÿùèå îáëàñòè. Ïî-
ýòîìó ñâåðõïðîâîäèìîñòü â íèõ ñ óâåëè-
÷åíèåì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûòåñ-
íÿåòñÿ ïîñòåïåííî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
çíà÷åíèÿ ïîëÿ êð1B . Ïåðåõîä â íîðìàëü-

íîå ñîñòîÿíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â âåðõíåì
êðèòè÷åñêîì ïîëå êð2B . Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë êð2B  çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â
ìàãíèòíîì ïîëå ýëåêòðîíû, áóäó÷è çàðÿ-
æåííûìè ÷àñòèöàìè, äâèæóòñÿ ïî ñïè-
ðàëüíûì òðàåêòîðèÿì è ðàäèóñ ñïèðàëè
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí Â. Åñëè ðàäèóñ
ñïèðàëè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ðàçìåðà ïàðû,
òî ïàðà óæå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è
ðàçâàëèâàåòñÿ. Åñëè æå âíåøíåå ìàãíèò-
íîå ïîëå íèæå êð2B , íî âûøå êð1B , òî
îíî ÷àñòè÷íî ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîä-
íèê. Ïðîèñõîäèò ýòî çà ñ÷åò âîçíèêíîâå-
íèÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå âèõðåâûõ òîêîâ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè âèõðè ÿâëÿþòñÿ
êâàíòîâûìè îáúåêòàìè. Êàæäûé èç íèõ
íåñåò êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Åñëè õî-
òèòå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñèëîâûõ
ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ â êàæäîì òàêîì
âèõðå, ñòðîãî îïðåäåëåííîå. Êâàíò ïîòî-
êà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìàëîé âåëè÷èíîé è ðà-
âåí

15
0 2 10

e
��P

�& �� �� �–
h

 Âá.

Ïðè óìåíüøåíèè âíåøíåãî ïîëÿ âèõðè
ðàñõîäÿòñÿ è â ïîëå êð1B  èñ÷åçàþò èç
ñâåðõïðîâîäíèêà ñîâñåì. Ôàêòè÷åñêè ïîëå

êð1B  – ýòî òî ïîëå, ïðè êîòîðîì îäèí
âèõðü åùå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ñâåðõ-
ïðîâîäíèêå. Îáëàñòü ìåæäó ïîëÿìè êð1B
è êð2B  íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ñîñòîÿíè-
åì. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ñâåðõïðîâîäíèê ïðî-
íèçàí âèõðåâûìè íèòÿìè – ìèíèàòþðíû-
ìè ñîëåíîèäàìè, ðàñïîëîæåííûìè â ïðà-
âèëüíîì ïîðÿäêå. Â ïîïåðå÷íîì ñðåçå îíè
îáðàçóþò òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó. Êàæäûé
âèõðü èìååò ñåðäöåâèíó, ðàçìåð êîòîðîé
ðàâåí ðàçìåðó êóïåðîâñêîé ïàðû; ýòó
ñåðäöåâèíó ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàñòüþ íîð-
ìàëüíîãî ìåòàëëà.

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)



Ì àãèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
À.ÊÀÍÓÍÍÈÊÎÂ

ÂÎ ÂÒÎÐÎÉ ×ÀÑÒÈ ÍÀØÅÃÎ ÏÐÅÄCÒÀÂ-
ëåíèÿ ìû ïîêàæåì, êàêèå ÷óäåñà òâî-

ðÿò êîìïëåêñíûå ÷èñëà â òðèãîíîìåòðèè.

§4. Ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¸âà
è ôîðìóëà Ìóàâðà

Â ïàðàãðàôàõ 2 è 3 ìû ñîâåðøàëè àëãåá-
ðàè÷åñêèå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ è ñåé÷àñ õîòåëè áû îáðàòèòü âàøå
âíèìàíèå íà íåêóþ ïàðàëëåëü ìåæäó íèìè.
Âèäèòå ëè âû ñõîäñòâî ìåæäó èñïîëüçî-
âàííûìè âûøå ôîðìóëàìè cos 2�J =

22 cos 1�J= - , 3cos 3 4 cos 3 cos�J �J �J= - è ðà-
âåíñòâàìè

( )22 2 1 2a a a a- -+ = + - ,

 ( ) ( )33 3 1 13a a a a a a- - -+ = + - + ,
ïðèìåíåííûìè â âûêëàäêàõ (3) è (5)?

Ïî èíäóêöèè íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî
n na a-+  ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç 1a a-+  ïðè ëþáîì n NÎ . Îêàçûâàåò-
ñÿ, ýòà ïîëèíîìèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü èìååò
«òðèãîíîìåòðè÷åñêèå êîðíè» – ïî÷òè òàê
æå, ñ òî÷íîñòüþ äî äâîéêè, cosn�J âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç cos�J. Áîëåå òî÷íî,

( )
1

cos cos ,  

,
2 2

n

n n

n

n T

a a a a
T

�J �J
- -

=

æ ö+ +
= ç ÷è ø

ãäå ( )nT x  – ýòî çíàìåíèòûå ìíîãî÷ëåíû
×åáûø¸âà: ( )1T x x= , ( ) 2

2 2 1T x x= - ,
( ) 2

3 4 3T x x x= - , ...
«Ïðè ÷åì çäåñü êîìïëåêñíûå ÷èñëà? –

ìîæåò ñïðîñèòü ÷èòàòåëü. – Ïîëèíîìèàëü-
íóþ çàâèñèìîñòü â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî
óñòàíîâèòü ïî îòäåëüíîñòè – ñîñòàâèòü
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è óâèäåòü, ÷òî
îíè îäèíàêîâûå». Äà, ýòî ïðàâäà, íî òîëü-
êî êîìïëåêñíûå ÷èñëà äàþò ïðîñòîå è
êîíöåïòóàëüíîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ñîâïà-

äåíèþ, âûÿâëÿÿ ñêðûòûå ñâÿçè. Âñÿ èäåÿ
â òîì, ÷òî

cos
2

n na a
n�J

-+
=            (15)

äëÿ ïîäõîäÿùåé (êîìïëåêñíîçíà÷íîé!)
ôóíêöèè ( )a a �J= , à èìåííî äëÿ ôóíêöèè

( ) cos sina i�J �J �J= + . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà
óäîâëåòâîðÿåò (15) ïðè n = 1, òàê êàê

( ) 1 cos sina i�J �J �J- = - :

( ) ( )cos sin cos sini i�J �J �J �J+ - =
2 2cos sin 1�J �J= + = .

Çàäà÷à 7. «Ôóíêöèÿ �� �	 cos sina i�J �� �J �� �J
ñëîâíî ñâàëèëàñü ñ íåáà, – ìîæåò âîñêëèêíóòü
÷èòàòåëü. – Êàê äîãàäàòüñÿ âçÿòü èìåííî ýòó
ôóíêöèþ?» Ê íåé ìîæíî ïðèéòè, ðåøèâ óðàâ-
íåíèå (15) îòíîñèòåëüíî a ïðè n = 1. Ïðîäåëàé-

òå ýòî. Íà ñàìîì äåëå, cos sin ii e �J�J �� �J ��  –
êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà . Íî ýòî îòäåëüíàÿ
èñòîðèÿ.

Òåïåðü âîçâåäåì ( )a �J  â êâàäðàò:

( )2cos sini�J �J+ =

( )2 2cos sin 2 cos sini�J �J �J �J= - + =

= cos 2 sin 2i�J �J+ .

Àíàëîãè÷íî, ( )2cos sin cos 2i i�J �J �J- = -
sin 2i �J- , îòêóäà ñëåäóåò (15) ïðè n = 2.

Âîò òàê îáå ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà (äëÿ
êîñèíóñà è ñèíóñà), âçÿâøèñü çà ðóêè,
îêàçàëèñü â îäíîì êîìïëåêñíîì òîæäå-
ñòâå.

Çàäà÷à 8. Òåïåðü íèêòî íå óäåðæèò ÷èòàòåëÿ
îò òîãî, ÷òîáû âîçâåñòè �� �	a �J  â êóá, îæèäàÿ
ïîëó÷èòü îáå ôîðìóëû òðîéíîãî óãëà.

Òåîðåìà 1 (ôîðìóëà Ìóàâðà, 1707).
Äëÿ âñåõ n ZÎ  è �J RÎ  èìååì (ðèñ. 4):

( )cos sin cos sin .ni n i n�J �J �J �J+ = +  (16)

(14)

Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî – â ïðåäûäóùåì íîìåðå
æóðíàëà.

 (13)
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×èòàòåëü áåç òðóäà ñìîæåò äîêàçàòü
ôîðìóëó Ìóàâðà ïî èíäóêöèè, îïèðàÿñü
íà ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè (çàäà÷à 8 –
ýòî øàã èíäóêöèè îò 2 ê 3). Îäíàêî ýòî
– ôîðìàëüíîå ðåøåíèå. Êîíöåïòóàëüíûé
æå ïóòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîÿñíèòü
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ êîìï-
ëåêñíûõ ÷èñåë è îäíîâðåìåííî äîêàçàòü
ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè – îá ýòîì íà
ñòðàíèöå 26.

Çàäà÷à 9. ×òîáû ïîëó÷èòü (14), îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî cosn�J  – ìíîãî÷ëåí îò cos�J.
Ñäåëàéòå ýòî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ìóàâðà.

§5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è òðèãîíîìåòðèÿ

Êàïèòàëüíûå òðóäû ïî òðèãîíîìåòðèè
â ñîâðåìåííîì âèäå áûëè íàïèñàíû Ãàóñ-
ñîì, Êîøè, Ëåæàíäðîì è äð. â íà÷àëå
XIX âåêà, ãëàâíûì îáðàçîì â ñâÿçè ñ
èññëåäîâàíèÿìè â àñòðîíîìèè è ñôåðè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ê
òîìó âðåìåíè áûëè óæå õîðîøî èçó÷åíû,
è îá èõ òåñíîé ñâÿçè ñ òðèãîíîìåòðèåé
áûëî èçâåñòíî. Äîëãîå âðåìÿ, äî íà÷àëà
XVIII âåêà, ó÷åíûå íå çíàëè, ìîæíî ëè
èçâëåêàòü êîðíè ëþáûõ ñòåïåíåé èç êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. È òîëüêî ñ îòêðûòèåì
Ìóàâðîì ôîðìóëû (16), ò.å. ñ ïîìîùüþ
òðèãîíîìåòðèè, ýòó çàäà÷ó óäàëîñü ðå-
øèòü (ñì. ñ. 26). Êàê áû â çíàê áëàãî-
äàðíîñòè êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñèëüíî îáî-
ãàòèëè òðèãîíîìåòðèþ, äàëè êëþ÷è ê ðå-
øåíèþ ìíîãèõ çàäà÷ è çàñòàâèëè ïî-íî-
âîìó âçãëÿíóòü íà óæå èçâåñòíûå ôîðìó-
ëû è ôàêòû.

Çàäà÷à 10. Êàê ñîñ÷èòàòü (ñâåðíóòü) ñóììû

1

cos
n

k

k
��

�J�¤  è 
1

sin
n

k

k
��

�J�¤ ?

Â ïðèíöèïå ìîæíî âûêðóòèòüñÿ – óìíîæèòü
è ðàçäåëèòü îáå ñóììû íà �� �	sin 2�J  è âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ôîðìóëàìè �� �	2 cos sin sin�A �B �� �A �� �B �

�� �	sin� �A � �B è �� �	 �� �	2sin sin cos cos�A �B �� �A � �B � �A �� �B.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîñëå ñîêðàùåíèé îñòàíóòñÿ
òîëüêî êðàéíèå ÷ëåíû. Ïîõîæèé ýôôåêò âîç-
íèêàåò ïðè ñóììèðîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè na a�� ��K , óìíîæåíèå êîòîðîé íà ñâî-
ðà÷èâàþùèé ìíîæèòåëü 1 – a ïðèâîäèò ê óíè÷-
òîæåíèþ âíóòðåííèõ ñëàãàåìûõ:

�� �	�� �	 11n na a a a a ���� �� � �� �K .

Îêàçûâàåòñÿ, ýòî íå ïðîñòî ñëó÷àéíîå ñõîä-
ñòâî: îäíîâðåìåííîå  âû÷èñëåíèå äâóõ çàäàí-
íûõ ñóìì ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë è âïðÿìü ïðèâîäèò ê ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè. Ãëàâíîå – ðàññìîòðåòü êîñèíóñ è
ñèíóñ êàê ÷àñòè (äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ)
îäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà – íàøåãî ñòàðîãî
çíàêîìîãî cos sina i�� �J �� �J.

Âåðíåìñÿ ê óäèâèòåëüíûì ðàçëîæåíèÿì
(7)–(9) è ðàñêðîåì ÷èòàòåëþ ñåêðåò ôîêó-
ñà. Äëÿ ïðèìåðà äîêàæåì (8). Äîìíîæèâ
ëåâóþ ÷àñòü íà x – 1, ïîëó÷èì äâó÷ëåí

2 1 1nx + - . (Êñòàòè, òàê äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
2 1 0nx x+ + + >K  ïðè âñåõ x Î R , âåäü
2 1 1nx + -  è x – 1 îäíîãî çíàêà.) Ñîãëàñíî

ôîðìóëå Ìóàâðà (16) ñ 2 n + 1 âìåñòî n,
ýòîò äâó÷ëåí èìååò 2 n + 1 êîðíåé:

2 2
cos sin , 0, , 2

2 1 2 1k
k k

x i k n
n n
�P �P

K= + =
+ +

.

 (17)

Ïðè ýòîì 0 1x = , à îñòàëüíûå 2 n êîðíåé
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-

æåííûõ: 2 1k n kx x + -=  (äðóãèõ êîðíåé íåò,
òàê êàê ñòåïåíü äâó÷ëåíà 2n + 1). Òåïåðü
ðàçëîæèì íàø äâó÷ëåí íàä C  è «çàìåòåì
ñëåäû» – ñãðóïïèðóåì ñêîáêè ñ ñîïðÿæåí-
íûìè êîðíÿìè:

( )
2

2 1

0

1
n

n
k

k

x x x+

=

- = - =Õ

( ) ( ) ( )
1

1
n

k k
k

x x x x x
=

= - - - =Õ

= ( ) 2

1

2
1 2 cos 1

2 1

n

k

k
x x x

n
�P

=

æ ö- - +ç ÷è ø+Õ .

Ðèñ. 4
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Ñîêðàùàÿ íà x – 1, ïîëó÷àåì (8). Çäîðîâî,
ïðàâäà?

Òàêèå ñèòóàöèè âñòðå÷àþòñÿ ÷àñòî. Çà-
äà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, íî ðåøèòü åå òîëüêî «äåé-
ñòâèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè» êðàéíå òðóä-
íî, à òî è âîâñå íåâîçìîæíî. Íî ñòîèò
âçìûòü ñî «âçëåòíîé ïîëîñû» – äåéñòâè-
òåëüíîé îñè – «ââûñü» â êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü, è íåâèäèìûå ðàíåå êëþ÷è ê
ðàçãàäêå âäðóã îòêðîþòñÿ, à çàäà÷à áóê-
âàëüíî ðàññûïëåòñÿ. Îñòàíåòñÿ òîëüêî
«ñîâåðøèòü ìÿãêóþ ïîñàäêó», èñòîëêîâàâ
ïîëó÷åííûå çíàíèÿ â èñõîäíûõ, äåéñòâè-
òåëüíûõ òåðìèíàõ.

Çàäà÷à 11. Èç óäèâèòåëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
(8) ìîæíî âûâåñòè íå ìåíåå óäèâèòåëüíûå
ñëåäñòâèÿ. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèÿ:

à) 
1

cos
2 1

n

k

k
n��

�P
���” ; á) 

1

sin
2 1

n

k

k
n��

�P
���” .

Ðàçáåðåì ïóêò à) ïðè n = 4. Âûêèíóâ òàáëè÷-

íûå çíà÷åíèÿ îò óãëà 
3
9
�P

, ïîëó÷èì ïðîèçâåäå-

íèÿ 
2 4

cos cos cos
9 9 9
�P �P �P

 è 
2 4

sin sin sin
9 9 9
�P �P �P

.

Ïåðâîå åùå ìîæíî ñîñ÷èòàòü, åñëè äîãàäàòüñÿ

äî òðþêà – óìíîæèòü íà sin
9
�P

, èìåÿ â âèäó

ôîðìóëó sin 2 2sin cos�A �� �A �A. Òîãäà ïðîèçâå-

äåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî ñâåðíåòñÿ â 
1 8

sin
8 9

�P
, à

òàê êàê 
8

sin sin
9 9
�P �P

�� , òî 
2 4

cos cos cos
9 9 9
�P �P �P

��

1
8

�� . Íî âîò ñ ïðîèçâåäåíèåì ñèíóñîâ ïîäîáíûå

óõèùðåíèÿ, âèäèìî, íå ñðàáîòàþò.

Çàäà÷à 12. ×èñëà 
1

arctgn n
�Q ��  íàçûâàþòñÿ

÷èñëàìè Ãðåãîðè 1. Âîò íåñêîëüêî ëþáîïûò-
íûõ ðàâåíñòâ, êîòîðûì îíè óäîâëåòâîðÿþò:

2 3 2 5 8 3 5 7 8�Q �� �Q �� �Q �� �Q �� �Q �� �Q �� �Q �� �Q �� �Q ��

= 5 239 14
4
�P

�Q � �Q �� �Q ��. (18)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî, êîíå÷íî, ìíîãî-
êðàòíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëó òàíãåíñà ñóììû

�� �	 tg tg
tg

1 tg tg
�A �� �B

�A �� �B ��
� �A �B

,        (19)

ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü è îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ òàíãåíñà. Íî ïðîùå è òåõíè÷íåå ïðèìåíèòü
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, èíòåðïðåòèðóÿ n�Q êàê àð-
ãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà n + i .

Äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëèì íåñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ñóììó arctg1+ arctg1 2 + arctg1 3s �� .

I ñïîñîá. ßñíî, ÷òî arctg1= 4�P . Âîñïîëüçó-
åìñÿ ôîðìóëîé (19) äëÿ arctg1 2�A ��  è

arctg1 3�B �� : �� �	
�� �	�� �	

1 2 1 3
tg 1

1 1 2 1 3
��

�A �� �B �� ��
�

.×òî-

áû îòñþäà çàêëþ÷èòü, ÷òî �A �� �B ðàâíî 4�P

(à, ñêàæåì, íå 5 4�P ), îñòàåòñÿ îöåíèòü
0 , 2�� �A �B �� �P. Îêîí÷àòåëüíî 2s �� �P .

II ñïîñîá.  Òî, ÷òî òðè àðêòàíãåíñà äàþò â
ñóììå ïðÿìîé óãîë, ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêå
5, îò÷åãî íåïðåìåííî ïîäíèìåòñÿ íàñòðîåíèå!

III ñïîñîá.  Ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë èõ àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ  (ñì. ñ.25).
Ïîýòîìó èñêîìàÿ ñóììà – ýòî àðãóìåíò ïðîèç-
âåäåíèÿ �� �	 �� �	 �� �	1 2 3i i i�� �� �� . Ïåðåìíîæèâ, ïî-
ëó÷èì ÷èñëî 10 i  – åãî àðãóìåíò 2�P . Ïðàâäà,
àðãóìåíò îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî êðàòíîãî
2�P, ïîýòîìó, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, íàäî
ñäåëàòü îöåíêó.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü ðàâåíñòâà
(18), îöåíèâ ïðåèìóùåñòâà III ñïîñîáà.

§6. Ñóììû áèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

( )
0

1
n

n k k
n

k

x C x
=

+ = å           (20)

çíà÷åíèå x = 1, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ
ñóììû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

0 1 n
n n nC C C+ + +K = 2n,

1 Äæåéìñ Ãðåãîðè (1638–1675) – øîòëàíäñ-
êèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì. Åãî ðàáîòû ïî
ðàçëîæåíèÿì ôóíêöèé â ðÿäû è èõ ïðèìåíå-
íèÿì âäîõíîâèëè ìîëîäîãî È.Íüþòîíà. Â 1671
ãîäó Ãðåãîðè ïîëó÷èë ðàçëîæåíèå àðêòàíãåí-
ñà (õîòÿ äâóìÿ âåêàìè ðàíåå ýòî ñäåëàëè â

Èíäèè), îòòîãî ÷èñëà 
1

arctg
n

 íàçâàíû â åãî
÷åñòü.

Ðèñ. 5



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 7 / ¹ 612

èìåþùóþ ÿñíûé êîìáèíàòîðíûé ñìûñë
(ñëåâà è ñïðàâà äâóìÿ ñïîñîáàìè ïîñ÷èòà-
íî ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà). Ïîäñòàâèâ â òó æå ôîðìóëó x =
= –1, ïîëó÷èì

( )0 1 1 0n n
n n nC C CK- + + - = .   (21)

Ñëîæèâ ýòè äâà ðàâåíñòâà, íàéäåì ñóììû
áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ÷åðåç îäèí:

0 2 4 1 3 12n
n n n n nC C C C C -+ + + = + + =K K . (22)

Òàêèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâ èç ÷åòíîãî è
íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ â n-ýëåìåíòíîì
ìíîæåñòâå ïîðîâíó.

À êàê ñîñ÷èòàòü ñóììû ÷èñåë k
nC , ñêà-

æåì, ïî âñåì k, êðàòíûì 3 èëè 4 (èëè
äðóãîìó ÷èñëó)? Ïî îáûêíîâåíèþ, ñðàçó
äîñòàíåì èç øëÿïû êðîëèêà, â ñìûñëå
ãîòîâûé îòâåò:

0 3 6 1 2
2 cos

3 3 3
n

n n n
n

C C C
�P

K+ + + = + ,  (23)

2
0 4 8 1 2

2 cos
4 2 4

n

n
n n n

n
C C C

�P
+ + + = +K . (24)

Ãëÿäÿ òîëüêî íà ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðà-
âåíñòâ, äàæå íå ñðàçó ïîéìåøü, ÷òî îíè
öåëî÷èñëåííû! Ïðàâäà, ïîñëå âñåãî ñêà-
çàííîãî è ïîêàçàííîãî ìû óæå íå îæèäàåì
òàêîãî îãëóøèòåëüíîãî ýôôåêòà. Âåðîÿò-
íî, íàø çðèòåëü ïðèâûê, ÷òî êîãäà íà
ñöåíå íåâåñòü îòêóäà ïîÿâëÿþòñÿ êîñèíó-
ñû, ãäå-òî çà êóëèñàìè ïðÿ÷óòñÿ êîìïëåê-
ñíûå ÷èñëà... Òàê îíî è åñòü. Îêàçûâàåòñÿ,
äëÿ âûâîäà âûïèñàííûõ ôîðìóë (è èõ
îáîáùåíèé) íóæíî äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷-
íî  ïðåäûäóùåìó – ïîäñòàâëÿòü â (20)
âìåñòî x êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè
èç åäèíèöû. Òàê, äëÿ âûâîäà (24) ïîäñòà-
âèì x = i :

( ) 0 1 2 3 41 n
n n n n ni C C i C C i C+ = + - - + + =K

= ( ) ( )0 2 4 1 3
n n n n nC C C C C i- + - + - +K K .

Íàñ èíòåðåñóåò äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ýòî-
ãî âûðàæåíèÿ – ñëîæèâ åãî ñ ïåðâîé
ñóììîé â (22) è ðàçäåëèâ ïîïîëàì, ïîëó-
÷èì îòâåò.

Çàäà÷à 13. Çàâåðøèòå âûêëàäêè, âû÷èñëèâ
�� �	1 ni��  äâóìÿ ñïîñîáàìè: à) àëãåáðàè÷åñêèì –

èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî �� �	21 2i i�� �� ; á) òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèì – ïåðåéäÿ ê òðèãîíîìåòðè÷åñ-

êîé ôîðìå : 1 2 cos sin
4 4

i i
�P �P�¥ �´�� �� ���¦ �µ

�§ �¶
 è èñïîëü-

çóÿ ôîðìóëó Ìóàâðà (âîò îòêóäà êîðåíü èç
äâóõ è êîñèíóñ).

Çàäà÷à 14. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ðàâåíñòâî
(23), ïîäñòàâèâ â (20) çíà÷åíèå

1 3 2 2
cos sin

2 2 3 3
x i i

�P �P
�� �E �� � �� �� �� .

Âàñ æäåò ïðèÿòíûé ñþðïðèç: 1 cos
3
�P

�� �E �� ��

sin
3

i
�P

��  (ðèñ.6). Ýòî áîëüøàÿ óäà÷à!

Îáñóäèì òåïåðü òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ
çàäà÷ó. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóììû
÷èñåë k

nC  ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè k – ýòî

ïîëîâèíû îò ñóììû 
0

2
n

k n
n

k

C
=

=å . Âåðíû ëè

àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ, åñëè èäòè ïî
÷èñëàì k

nC  ñ øàãîì 3, 4 è ò.ä.? Íàïðèìåð,
ñîñòàâëÿåò ëè ñóììà 0 3 6

n n nC C C K+ + +
òðåòü îò 2n? Ðîâíî òðåòü, ðàçóìååòñÿ, íåò,
âåäü 2n  íå êðàòíî 3. Îäíàêî èç ôîðìóëû
(23) ÿñíî, ÷òî âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ áëèæàé-

øåå öåëîå ñâåðõó èëè ñíèçó ê 2 3n , à

ïðè÷óäëèâûé äîâåñîê 
2 1 2

cos ,
3 3 3 3

n�P ì üÎ ± ±í ý
î þ

èãðàåò ðîëü «ïåðåêëþ÷àòåëÿ» – íàïîäîáèå
ïðåñëîâóòîé ( )1 n- , òîëüêî ñ áîëüøèì ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé.

Ñ ôîðìóëîé (24) äåëî îáñòîèò ïî áîëü-
øîìó ñ÷åòó  òàê æå. Çäåñü, ïðàâäà, ñëàãà-

åìîå 
1

22 cos
4

n
n�P-

 óæå ðàñòåò ïî ìîäóëþ ñ

ðîñòîì n, íî âñå ðàâíî «òÿãàòüñÿ» ñ ãëàâ-
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íûì ÷ëåíîì  22n-  åìó íå ïî ñèëàì:

1
2

1
2

2

2 cos
4 2 0,

2

n

n

n

n

n

�P-

-

-
= ® ® ¥ .

Èòàê, îäíèì èç ñëåäñòâèé ôîðìóë (23) è
(24) ÿâëÿåòñÿ èõ àñèìïòîòèêà  (ïîâåäå-
íèå íà áåñêîíå÷íîñòè):

0 0
 êðàòíî 3  êðàòíî 4

1 1
2 , 2

3 4
k n k n
n n

k n k n
k k

C C: :
£ £ £ £
å å .

(Çàïèñü n na b:  îçíà÷àåò, ÷òî 1n na b ®
ïðè n ® ¥ . Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ( )na  è ( )nb  ýêâèâàëåíòíû.) Çàèíòåðå-
ñîâàâøåìóñÿ ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåì îáîá-
ùèòü ýòè ðåçóëüòàòû, ðåøèâ ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî

0
mod

1
2k n

n
k n

k r m

C
m�b �b

�y

�¤ :

äëÿ ëþáûõ ,m r �• N . Èíûìè ñëîâàìè, äîëÿ îò
2n  ëþáîé ñóììû ÷èñåë k

nC  ñ øàãîì m ñòðåìèò-
ñÿ ê 1 m  ïðè n �m �d . Äëÿ ýòîãî ïîïðîáóéòå
âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ëåâîé ÷àñòè.

Êàê âîäèòñÿ, ñàìîå ïðîñòîå ìû ñäåëàëè ñàìè,
ðàçîáðàâ äëÿ çàòðàâêè ñëó÷àè m = 3, 4 (ïðè
r = 0, âïðî÷åì, ýòî êàê ðàç íåâàæíî). Ïðè

5m �r  ïîíàäîáÿòñÿ íîâûå èäåè.

§7. Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà

Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäàëîñü
ðåøèòü äðåâíþþ ïðîáëåìó: êàêèå ïðà-
âèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè ìîæíî ïîñòðîèòü
ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè? Àíòè÷íûå
ãåîìåòðû óìåëè òîëüêî ñàìîå ïðîñòîå –
ñòðîèòü òðåóãîëüíèê, êâàäðàò è ïÿòèóãîëü-
íèê, à òàêæå óäâàèâàòü ÷èñëî ñòîðîí. Äî
êîíöà XVIII âåêà íèêàêèõ ïðîäâèæåíèé íå
áûëî. È âîò â 1796 ãîäó 18-ëåòíèé Ãàóññ
îòêðûâàåò ìèðó ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðà-
âèëüíîãî 17-óãîëüíèêà! À âñêîðå äàåò îïè-
ñàíèå âñåõ n, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü
ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. Ïîäðîáíåå îá ýòîì
îòêðûòèè, åãî èñòîðèè è íàó÷íîì çíà÷åíèè
âû ìîæåòå ïðî÷èòàòü â [2] (ñïèñîê ëèòåðà-
òóðû ñì. â ïðåäûäóùåì íîìåðå).

Îáúÿñíèòü âñå èäåè Ãàóññà – ìû íå
îáúÿñíèì, ýòî òåìà äëÿ îòäåëüíîé ñòàòüè,
íî íàó÷èòü ñòðîèòü 17-óãîëüíèê – íàó÷èì.

Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ÷èñëî 
2

cos
17
�P

. Ýòî

äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë,

â êîòîðûõ ìû îáîçíà÷èëè 
2

2cos
17k

k
c

�P
= ,

k = 1, …, 8:

1 1 2 4 8
1 17

2
x c c c c

- +
= + + + = ,

2 3 5 6 7
1 17

2
x c c c c

- -
= + + + = ,

2
1 1

1 1 4
4

2

x x
y c c

+ +
= + = ,

2
2 2

2 3 5
4

2

x x
y c c

+ +
= + = ,

2
1 1 2

1
4

.
2

y y y
c

+ -
=         (27)

Çàäà÷à 16. Ïîïðîáóåì âìåñòå ñ ÷èòàòåëåì
äîêàçàòü ýòè ôîðìóëû. Ñàì èõ âèä ÿâñòâóåò,
÷òî âîçíèêëè îíè ïðè ðåøåíèè êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé. Áóäåì äâèãàòüñÿ ñíèçó ââåðõ.

à) ×òîáû äîêàçàòü (27), ïîêàæèòå, ÷òî
1 4 3 5c c c c�� �� , è ó÷òèòå, ÷òî 1 4c c�� .
á) Ôîðìóëà äëÿ 1y  ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

�� �	�� �	1 4 2 8 1c c c c�� �� �� � . Äîêàæèòå åãî è àíàëî-
ãè÷íî âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ 2y .

â) Ñàìîå òðóäîåìêîå – äîêàçàòü ðàâåíñòâà
(25). Ïîíÿòíî, ÷òî îíè ñâîäÿòñÿ ê ðàâåíñòâó

1 2 4x x �� � . Ðèñêíåòå áðîñèòüñÿ â òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå äåáðè?

Ïî÷åìó êîñèíóñû íàäî ãðóïïèðîâàòü
èìåííî òàê? Êàê äî âñåãî ýòîãî äîãàäàòü-
ñÿ? Â ÷åì ñåêðåò Ãàóññà? Õîòÿ âñå ÷èñëà â
ôîðìóëàõ äåéñòâèòåëüíûå, íî îòâåòû íà
ýòè âîïðîñû ëåæàò â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè. Êñòàòè, òàì æå ëåæèò è èñêîìûé 17-
óãîëüíèê! Âåäü åãî âåðøèíû – ýòî êîðíè
17-é ñòåïåíè èç åäèíèöû (ñì. ôîðìóëó
(18) íà ñ. 27). Êàê òóò íå îòìåòèòü, ÷òî

âîññòàíîâëåíèå âåðøèíû 
2 2

cos sin
17 17

i
�P �P

�E �� ��

– ýòî íå ÷òî èíîå êàê ãåîìåòðè÷åñêîå
ðåøåíèå åùå îäíîãî êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ:

2 2
2 cos 1 0 ,

17
x x x

�P
� �� �� �š �� �E �E.

 (25)

(26)
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå
â íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëè-
ðîâêè çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëî æèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è
ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-
íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷è Ì2366 – Ì2369 ïðåäëàãàëèñü íà çàêëþ÷èòåëüíîì  ýòàïå XLIII Âñåðîññèéñêîé îëèìïè-
àäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2466–Ì2469, Ô2473–Ô2476

M2466.  Äàíà ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD
ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD (ñì.ðèñóíîê).
Îêðóæíîñòü �W ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B

è C è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB è
äèàãîíàëü BD  â òî÷êàõ X è Y  ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ ê îê-
ðóæíîñòè �W â òî÷êå C, ïåðåñåêàåò ëó÷ AD
â òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X, Y  è Z
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

À.Êóçíåöîâ

M2467.  à) Ïóñòü ( )P x  – ìíîãî÷ëåí ñòåïå-
íè 2n ³  ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, à a, b è c – äëèíû ñòîðîí íåêîòî-
ðîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà

( )n P a , ( )n P b  è ( )n P c  òàêæå ÿâëÿþòñÿ
äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà.
á) Òà æå çàäà÷à, ãäå «òðeóãîëüíèê» çàìå-
íåí íà «îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê».

Í.Àãàõàíîâ

M2468.  Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 100 100´
îêðàøåíà ëèáî â ÷åðíûé, ëèáî â áåëûé
öâåò, ïðè÷åì âñå êëåòêè, ïðèìûêàþùèå ê
ãðàíèöå äîñêè, – ÷åðíûå. Îêàçàëîñü, ÷òî
íèãäå íà äîñêå íåò îäíîöâåòíîãî êëåò÷àòî-
ãî êâàäðàòà 2 2´ . Äîêàæèòå, ÷òî íà äîñêå
íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé êâàäðàò 2 2´ , êëåòêè
êîòîðîãî îêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.

Ì.Àíòèïîâ

M2469 *. Íà äîñêå âûïèñàíû â ðÿä n
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 1 2, , na a aK . Âàñÿ
õî÷åò âûïèñàòü ïîä êàæäûì ÷èñëîì ia
÷èñëî i ib a³  òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ
èç ÷èñåë 1 2, , , nb b bK  îòíîøåíèå îäíîãî èç
íèõ ê äðóãîìó áûëî öåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî
Âàñÿ ìîæåò âûïèñàòü òðåáóåìûå ÷èñëà
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

1

2
1 2 1 22

n

n nb b b a a aK K
-

£ .
Ô.Ïåòðîâ

Ô2473.  Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè
ñòîëà ëåæèò âûòÿíóòàÿ â äëèíó öåïî÷êà ñ
ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû ïî
äëèíå. Öåïî÷êà ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî êðàþ ñòîëà. Ñòîëåøíèöà èìååò çàê-
ðóãëåííûé êðàé ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû,
êîòîðûé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äëèíû öå-
ïî÷êè, íî çíà÷èòåëüíî áîëüøå ðàçìåðîâ
çâåíüåâ öåïî÷êè. Ê áëèæàéøåìó ê êðàþ
ñòîëà êîíöó öåïî÷êè ïðèêðåïëåíà íåâåñî-
ìàÿ íèòü, çà êîòîðóþ öåïî÷êó î÷åíü ìåä-
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ëåííî íà÷èíàþò «ñòàñêèâàòü» ñî ñòîëà,
ïðè÷åì êîíåö íèòè äâèæåòñÿ âåðòèêàëüíî
ïîä êðàåì ñòîëà. Â òîò ìîìåíò êîãäà íà
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè îñòàëîñü òîëü-
êî 60% äëèíû, öåïî÷êà íåóäåðæèìî çàñ-
êîëüçèëà è óïàëà ñî ñòîëà. Êàêîâ êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ öåïî÷êè î ïîâåðõíîñòü ñòî-
ëà?

Ö.Ïî÷êèí

Ô2474.  Òîíêèé ëåãêèé êðóãëûé äèñê ðà-
äèóñîì R = 10 ñì ñ êðþ÷êîì ïîñåðåäèíå
ïîëîæèëè íà ïîâåðõíîñòü ÷èñòîé æèäêî-
ñòè, êîòîðàÿ õîðîøî ñìà÷èâàåò íèæíþþ
ïîâåðõíîñòü äèñêà. Äèñê íà÷èíàþò ìåä-
ëåííî ïðèïîäíèìàòü, ïðèêëàäûâàÿ ê
êðþ÷êó ïîñòåïåííî ðàñòóùóþ ïî âåëè÷è-
íå âåðòèêàëüíóþ ñèëó. Êàêîé ìàêñèìàëü-
íîé âåëè÷èíû F äîñòèãíåò ñèëà, ïðåæäå
÷åì äèñê îòîðâåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè æèä-
êîñòè? Êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íà-
òÿæåíèÿ æèäêîñòè 20,1 Äæ ì�S= . Ïëîò-
íîñòü æèäêîñòè 3 310 êã ì�R= .

À.Ñòàðîâ

Ô2475.  Â îãðîìíîì ãàçîâîì îáëàêå â ìåæ-
çâåçäíîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ ãàçîîá-
ðàçíûé ãåëèé ïðè òåìïåðàòóðå Ò0 = 10 Ê.
Êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë ãàçà 9 310 ìn -= ,
ðàäèóñ ìîëåêóë R = 0,1 íì. Â êàêîé-òî
ìîìåíò â êàæäîì êóáè÷åñêîì ñàíòèìåòðå
îáëàêà îäíà ìîëåêóëà âíåçàïíî ïîëó÷àåò
òàêîé èìïóëüñ, ÷òî åå ñêîðîñòü îêàçûâàåò-
ñÿ ðàâíîé ïî âåëè÷èíå 510 ì ñv = . Èì-
ïóëüñû, ïîëó÷åííûå ìîëåêóëàìè, íàïðàâ-
ëåíû õàîòè÷åñêè. Îöåíèòå âðåìÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Êàêîé áóäåò
óñòàíîâèâøàÿñÿ òåìïåðàòóðà? Êàê èçìå-
íèòñÿ îòâåò íà âîïðîñ ïðî òåìïåðàòóðó,
åñëè âñå ïîëó÷åííûå ìîëåêóëàìè èìïóëü-
ñû áóäóò íàïðàâëåíû â îäíó è òó æå
ñòîðîíó?

Ôîëüêëîð

Ô2476.  Íåäàëåêî îò áåðåãà ìîðÿ íà äíå
ëåæèò áîëüøîé êàìåíü, èìåþùèé ôîðìó
øàðà ðàäèóñîì R. Åãî âåðõíÿÿ òî÷êà íàõî-
äèòñÿ êàê ðàç íà óðîâíå âîäû. Âàñÿ âñòàë
íà ñàìûé âåðõ ýòîãî êàìíÿ è, íå øåâåëÿñü,
ñ âûñîòû ñâîåãî ðîñòà h = 1,7 ì ðàññìàòðè-
âàåò ïîâåðõíîñòü êàìíÿ, íàõîäÿùóþñÿ ïîä
ïðîçðà÷íîé âîäîé. Ìàëåíüêèé êðàá ïîë-

çåò ïî ïîâåðõíîñòè ýòîãî êàìíÿ ñâåðõó
âíèç. Â òîò ìîìåíò êîãäà êðàá îêàçàëñÿ íà
ãëóáèíå, ðàâíîé ïîëîâèíå ðàäèóñà øàðà,
Âàñÿ ïåðåñòàë åãî âèäåòü. Êàêîâ ðàäèóñ
øàðà R? Êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ âîäû

4 3n = .
Ð.Øàðîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2454–Ì2457,
Ô2461–Ô2464

M2454.  Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû
íåñêîëüêî (áîëüøå îäíîãî) íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Çàòåì êàæäóþ ìèíóòó íà äîñêó
äîïèñûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå êâàä-
ðàòîâ âñåõ óæå çàïèñàííûõ íà íåé ÷èñåë
(òàê, åñëè áû íà äîñêå èçíà÷àëüíî áûëè
çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 2, òî íà ïåðâîé
ìèíóòå áûëî áû äîïèñàíî ÷èñëî

2 2 21 2 2+ + ). Äîêàæèòå, ÷òî ñîòîå äîïè-
ñàííîå ÷èñëî èìååò õîòÿ áû 100 ðàçëè÷-
íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Ïóñòü 1 100, ,S SK  – ÷èñëà, êîòîðûå áûëè
çàïèñàíû íà äîñêå â ïåðâûå 100 ìèíóò.
Ïóñòü ïåðåä äîïèñûâàíèåì ÷èñëà iS  íà
äîñêå áûëè ÷èñëà 1, , ka aK . Òîãäà

2 2 2
1 2i kS a a a= + + +K , à ñëåäóþùåå äîïè-

ñàííîå ÷èñëî åñòü 2 2 2
1 1 2i kS a a a+ = + + + +K

2 2
i i iS S S+ = + .

Èòàê, ( )1 1i i iS S S+ = + . Çíà÷èò, 1iS +  ñî-
äåðæèò â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íà êîòîðûå
äåëèòñÿ iS ; êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó iS  è

1iS +  âçàèìíî ïðîñòû, 1iS +  ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäèí íîâûé ïðîñòîé ìíîæèòåëü (äåëè-
òåëü ÷èñëà 1 + iS ). Òàê êàê 1S  > 1, òî 1S
ñîäåðæèò â ñâîåì ðàçëîæåíèè õîòÿ áû
îäèí ïðîñòîé ìíîæèòåëü. Îòñþäà ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ i  = 1, 2, …
..., 100 ÷èñëî iS ñîäåðæèò â ñâîåì ðàçëî-
æåíèè õîòÿ áû i  ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ìíî-
æèòåëåé. Ïðè i  = 100 ýòî äàåò ðåøåíèå
çàäà÷è.

È.Áîãäàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2455.  Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC
âïèñàí â îêðóæíîñòü �7  è îïèñàí âîêðóã
îêðóæíîñòè �W. Íà ñòîðîíàõ AC è AB
âûáðàíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî
òàê, ÷òî îòðåçîê PQ êàñàåòñÿ �W (ðèñ.1).
Îêðóæíîñòü b�7  ñ öåíòðîì P ïðîõîäèò
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÷åðåç B, à îêðóæíîñòü c�7  ñ öåíòðîì Q
ïðîõîäèò ÷åðåç C. Äîêàæèòå, ÷òî îê-
ðóæíîñòè �7 , b�7  è c�7  èìåþò îáùóþ
òî÷êó.

Ïóñòü O – öåíòð òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿ-
ìàÿ PO – ëèíèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé �7
è b�7 , ïîýòîìó �7  è b�7  âòîðè÷íî ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå X, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå B
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé PO (ðèñ.2, à). Òå-
ïåðü äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî X  ïåðåõîäèò â
C ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
QO; òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî X  ëåæèò è íà
îêðóæíîñòè c�7 .
Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè (êîì-
ïîçèöèè) ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
ìûõ PO è QO òî÷êà B ñíà÷àëà ïåðåéäåò â
òî÷êó X, à çàòåì â íåêîòîðóþ òî÷êó C¢.
Çàìåòèì, ÷òî 60POQÐ = °  (èç òðåóãîëü-
íèêà OPQ  âû÷èñëÿåì

180POQ OPQ OQPÐ = ° - Ð - Ð =

= 180
2

QPC PQBÐ + Ð
° - =

= 
180

2 2
APQ AQP PAQÐ + Ð ° - Ð

= ),

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå
ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ PO è
QO äàåò ïîâîðîò íà 2 60 120× ° = ° âîêðóã
òî÷êè O, ò.å. ïîâîðîò, ïåðåâîäÿùèé òî÷êó
B â òî÷êó C. Çíà÷èò, C C=¢ , ÷òî íàì è
òðåáîâàëîñü.
Ïðèâåäåì åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ ñ
êðàñèâûì îïèñàíèåì îáùåé òî÷êè îêðóæ-
íîñòåé �7 , b�7  è c�7 . Ðàññìîòðèì ïðàâèëü-

íûé òðåóãîëüíèê XYZ , îïèñàííûé âîêðóã
�W è âïèñàííûé â �7 , òàêîé, ÷òî òî÷êè P è
Q ëåæàò íà åãî ñòîðîíå YZ  (ðèñ.2, á).
Òîãäà òî÷êà X – òðåáóåìàÿ òî÷êà; ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è
XYZ  ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëü-
íî êàæäîé èç ïðÿìûõ PO è QO.

È.Áîãäàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2456.  Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ðàçðå-
çàí íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. Äîêàæè-
òå, ÷òî â ýòîì ìíîãîóãîëüíèêå íàéäóòñÿ
äâå ðàâíûå ñòîðîíû.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé
ïî êîëè÷åñòâó n ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà.
Áàçà èíäóêöèè n = 3 î÷åâèäíà. Òåïåðü
âûâåäåì óòâåðæäåíèå äëÿ k-óãîëüíèêà
( 4k ³ ), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíî âåðíî äëÿ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ êîëè÷åñòâîì ñòîðîí
ìåíüøå k.
Èòàê, ïóñòü âûïóêëûé k-óãîëüíèê P ðàç-
ðåçàí íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. Ðàññìîò-
ðèì îäíó èç ýòèõ äèàãîíàëåé, íàçîâåì åå
d. Äèàãîíàëü d äåëèò P íà äâà ìíîãî-
óãîëüíèêà 1P  è 2P . Ó êàæäîãî èç ìíîãî-
óãîëüíèêîâ 1P  è 2P  êîëè÷åñòâî ñòîðîí
ìåíüøå k, è êàæäûé èç íèõ ðàçðåçàí
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà ðàâ-
íîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. Ïî íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ, â ìíîãîóãîëüíèêå 1P èìå-
þòñÿ ðàâíûå ñòîðîíû 1a  è 1b . Åñëè íè

1a , íè 1b  íå ñîâïàäàåò ñ d (ðèñ. 1), òî 1a
è 1b  – ñòîðîíû P, è íàøå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.
Èíà÷å ïóñòü, íàïðèìåð, 1b ñîâïàäàåò ñ d
(ðèñ. 2). Àíàëîãè÷íî, â ìíîãîóãîëüíèêå

2P  íàéäóòñÿ ðàâíûå ñòîðîíû 2a  è 2b , è
åñëè íè 2a , íè 2b  íå ñîâïàäàåò ñ d, òî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Íàêîíåö, ïóñòü,
íàïðèìåð, 2b  ñîâïàäàåò ñ d (ñì. ðèñ.  2).
Íî òîãäà 1a  è 2a  – ðàçëè÷íûå ñòîðîíû
ìíîãîóãîëüíèêà P, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ðàâíà d, ò.å. 1a  è 2a  – òðåáóåìàÿ ïàðà
ñòîðîí.

À.Ãðèáàëêî

M2457.  Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê
ñî ñòîðîíàìè x, y è z òàêîé, ÷òî

( ) ( ) ( )3 3 3x y z x y y z z x+ + = + + + ?

Îòâåò:  íåò, íå ñóùåñòâóåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé òðåóãîëüíèê ñó-
ùåñòâóåò. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà y + z > x, z + x > y, x + y >
> z, èìååì

( ) ( ) ( )x y x z y z+ + + =

= ( ) ( ) ( )2 2 2 2x y z y x z z x y xyz+ + + + + + >

> 2 2 2 0x x y y z z× + × + × +.
Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðèâåäåííóþ âûêëàäêó ìîæíî âèäîèçìå-
íèòü, ïðåäâàðèòåëüíî óïîðÿäî÷èâ ïåðå-
ìåííûå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x y z³ ³ .
Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà y + z >

> x , îòêóäà

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x z y z x y x z x+ + + > + + =

= 3 2 2x x y x z xyz+ + + >

> 3 2 2 3 3 3x x y x z x y z+ + ³ + + .
Ïðîòèâîðå÷èå.
Åùå îäíî ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïå-
ðåéäÿ ê ïåðåìåííûì a, b è c, ãäå a, b è c
– äëèíû îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ îò âåðøèí
òðåóãîëüíèêà äî òî÷åê êàñàíèÿ ñî âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòüþ, òàê ÷òî x = b + c, y =
= a + c è z = a + b. Òîãäà

( ) ( ) ( )x y y z z x+ + + =

= ( ) ( ) ( )2 2 2a b ñ a b c a b c+ + + + + + =

= ( )3 3 32 a b c+ + +

+ ( )2 2 2 2 2 27 a b ab a c ac b c bc+ + + + + +

16abc+

è

( ) ( ) ( )3 3 33 3 3x y z a b b ñ ñ a+ + = + + + + + =

= ( )3 3 32 a b c+ + +

( )2 2 2 2 2 23 a b ab a c ac b c bc+ + + + + + .

Òåïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàçíîñòü
( ) ( ) ( ) 3 3 3x y y z z x x y z+ + + - - -  ï îëî-
æèòåëüíà. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñëà x, y, z òàêèõ, ÷òî ðàâåíñòâî èç
óñëîâèÿ âûïîëíåíî. Íàïðèìåð, 1, 1, 1 +
+ 5 . Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå, ÷òî x, y, z
ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà,
ñóùåñòâåííî.

È.Áîãäàíîâ

Ô2461.  Â öèëèíäðè÷åñêèé ñòàêàí ñ ïëî-
ùàäüþ îñíîâàíèÿ 2S 400 ñì=  íàëèòà
âîäà, â êîòîðóþ ïîãðóæåí êóáèê ëüäà ñî
ñòîðîíîé à = 2 ñì (ñì. ðèñóíîê). Â ñòàêàí
íàëèâàþò òàêîå êîëè÷åñòâî êåðîñèíà,
÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü êóáèêà ñîâïàäàåò ñ
ïîâåðõíîñòüþ êåðîñèíà. Êóáèê âûíèìà-
þò èç ñòàêàíà, à âìåñòî íåãî ïîìåùàþò
äðóãîé ëåäÿíîé êóáèê ñî ñòîðîíîé b =
= 6 ñì. Êàêîé îáúåì êåðîñèíà íåîáõîäèìî
äîëèòü â ñòàêàí, ÷òîáû êóáèê âíîâü áûë
äîâåðõó ïîêðûò êåðîñèíîì? Ñ÷èòàéòå,

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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÷òî îáà êóáèêà íå
êàñàþòñÿ äíà, à
æèäêîñòü èç ñòà-
êàíà íå âûëèâàåò-
ñÿ. Ïëîòíîñòè
ëüäà, âîäû è êå-
ðîñèíà ðàâíû

30,9 ã ñì�R= , 0�R =
31,0 ã ñì=  è 1�R =
30,8 ã ñì=  ñîîò-

âåòñòâåííî.
Ïî çàêîíó Àðõèìåäà âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ïåðâûé êóáèê, ðàâíà âåñó
äâóõ âûòåñíåííûõ æèäêîñòåé – âîäû è
êåðîñèíà:

( )2 2
âûò 0 1F ga a x ga x�R �R= - + .

Ýòà ñèëà óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé òÿæåñòè
ëåäÿíîãî êóáèêà

3
òF ga�R= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

0 0 1a a x x�R �R �R �R= - + ,
è

0

0 1

x a
�R �R
�R �R

-
=

-
.

Òåïåðü âû÷èñëèì îáúåì êåðîñèíà 1V , êî-
òîðûé íàëèëè â ñòàêàí â ïåðâîì ñëó÷àå.
Êåðîñèí çàíèìàåò îáúåì öèëèíäðà âûñî-
òîé õ è ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S, èç êîòîðî-
ãî âûðåçàí öèëèíäð òàêîé æå âûñîòû, íî
ñ ìåíüøåé ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ, ðàâíîé

2a . Ïîýòîìó

( ) ( )2 20
1

0 1

V x S a a S a
�R �R
�R �R

-
= - = -

-
.

Åñëè âî âòîðîì ñëó÷àå ðåáðî êóáèêà ðàâíî
b, òî ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì êåðîñèíà 2V
íàõîäèì çàìåíîé à è íà b:

( )20
2

0 1

V b S b
�R �R
�R �R

-
= -

-
.

Èñêîìûé îáúåì êåðîñèíà ðàâíÿåòñÿ ðàç-
íîñòè óêàçàííûõ îáúåìîâ:

2 1V V V= - =

( ) ( )( )2 2 30

0 1

696 ñìb S b a S a
�R �R
�R �R

-
= - - - =

-
.

À.Ìóñèí

Ô2462.  Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïðîéäåííîãî ìóðàâüåì ïóòè
îò âðåìåíè çà ïåðâûå 6 ñ åãî äâèæåíèÿ ïî

ïðÿìîé â îäíîì íàïðàâëåíèè. Èçâåñòíî,
÷òî íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå ïóòè, íå ïîêà-
çàííîì íà ãðàôèêå, ò.å. â ïðîìåæóòêå
ìåæäó øåñòîé è âîñüìîé ñåêóíäàìè, ìó-
ðàâåé äâèãàëñÿ ðàâíîìåðíî, à åãî ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü çà âñå 8 ñ äâèæåíèÿ ñîñòàâèëà
1,5 ñì/ñ. Íàéäèòå ñêîðîñòè ìóðàâüÿ
â ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè 0–3 ñ, 3–4 ñ,
5–6 ñ è 6–8 ñ.

Ñêîðîñòü ìóðàâüÿ íà âñåõ èíòåðåñóþùèõ
íàñ  ó÷àñòêàõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç äàííîãî ãðàôèêà ïî íàêëîíó
îòðåçêîâ ëîìàíîé:

1
2 ñì

0,66 ñì ñ
3 ñ

v = » , 2 0v = ,

 3
6 ñì

3 ñì ñ
2 ñ

v = = .

Óìíîæàÿ ñðåäíþþ ñêîðîñòü íà âñå âðåìÿ
äâèæåíèÿ (8 ñ), ïîëó÷èì, ÷òî ïîëíûé
ïóòü, ïðîéäåííûé ìóðàâüåì, ðàâåí

1,5ñì ñ 8 ñ 12 ñìs = × = .

Òàêèì îáðàçîì, íà ÷åòâåðòîì (ïîñëåäíåì)
ó÷àñòêå ïðîéäåííûé ïóòü ðàâåí

4s  = 12 ñì – 8 ñì = 4 ñì.
Ïîýòîìó

4
4 ñì

2 ñì ñ
2 ñ

v = = .
À.Ìóñèí

Ô2463.  Ìåòàëëè÷åñêèé ïðóò ìàññîé Ì
ñîãíóëè ïîïîëàì òàê, ÷òî åãî ÷àñòè îáðà-
çóþò ïðÿìîé óãîë. Ïðóò ïîäâåñèëè çà
ñåðåäèíó îäíîé èç ñòîðîí óãëà íà äëèííîé
íèòè, çàêðåïëåííîé íà ïîòîëêå. Íà äðó-
ãîì êîíöå ýòîé ñòîðîíû óãëà äèçàéíåð
çàêðåïèë ìàëåíüêèé øàðèê, ïîäîáðàâ ìàññó
øàðèêà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåðõíÿÿ ñòî-
ðîíà óãëà ñòàëà çàíèìàòü ãîðèçîíòàëü-
íîå ïîëîæåíèå.
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1) ×åìó ðàâíà ìàññà m ýòîãî øàðèêà?
2) ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ çëîóìûøëåííè-
êè óêðàëè øàðèê. Èç-çà ýòîãî îñòàâøàÿ-
ñÿ êîíñòðóêöèÿ ïåðåøëà â íîâîå ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ. Íàéäèòå óãîë �A, êîòî-
ðûé ñòàë îáðàçîâûâàòü âåðõíèé ñòåð-
æåíü ñ ãîðèçîíòîì (êîíöû ñòåðæíÿ äî
ïîëà èëè ïîòîëêà íå äîñòàþò).

Â ïåðâîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðóòà ãîðè-
çîíòàëüíàÿ è ê åå ñåðåäèíå ïðèêðåïëåíà
íèòü. Ðàññòîÿíèÿ îò ñåðåäèíû (è ìåñòà
êðåïëåíèÿ íèòè) äî êîíöà ïðóòà, íà êîòî-
ðîì çàêðåïëåí øàðèê, è äî ìåñòà ñãèáà
ïðóòà îäèíàêîâû. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ìàññà øàðèêà ðàâíà ïîëîâèíå ìàññû âñåãî
ïðóòà:

2
M

m = .

Êîãäà øàðèê ïðîïàë, ïðóò â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ áóäåò âèñåòü òàê, ÷òî åãî öåíòð
ìàññ íàõîäèòñÿ íà òîé æå âåðòèêàëüíîé
ëèíèè, ÷òî è íàòÿíóòàÿ íèòü. Íèòü ïðè-
êðåïëåíà ê ñåðåäèíå îäíîé ïîëîâèíêè ïðó-
òà, à åå ïðîäîëæåíèå äîëæíî ïðîéòè ÷åðåç
ñåðåäèíó âòîðîé ïîëîâèíêè ïðóòà. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðóòà áóäåò
ñîñòàâëÿòü ñ ãîðèçîíòîì óãîë 45�A= ° .

È.Øìîðèí

Ô2464.  Íà ïëîñêèé ëèñò ïàðàôèíîâîé
áóìàãè (áóìàãè, ïðîïèòàííîé ïàðàôè-
íîì), ëåæàùèé íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå,
êàïíóëè âîäó, êîòîðàÿ ïàðàôèí íå ñìà÷è-
âàåò è ïîýòîìó ñîáèðàåòñÿ â êàïëþ.
Âûñîòà ýòîé êàïëè h, êîýôôèöèåíò ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ âîäû �S,  ðàäèóñ
êðèâèçíû êàïëè âáëèçè åå âåðõíåé òî÷êè
R. Íàéäèòå ïëîùàäü 0S  ãîðèçîíòàëüíîãî
ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè êàïëè, åñëè ìàññà
êàïëè m, ïëîòíîñòü âîäû �R, à óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå
êàïëþ è óêàçàííûå â óñëîâèè ( h, R, �S, m,
�R) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò.å. èõ
íåëüçÿ âûáðàòü ïðîèçâîëüíûìè. Íî ðàç
óæ îíè äàíû â óñëîâèè, òî áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èõ âçàèìîñâÿçü «ïðàâèëüíàÿ».
Ðåàëüíàÿ ïëîùàäü 1S  êîíòàêòà âîäû ñ
áóìàãîé ãîðàçäî ìåíüøå ïëîùàäè 0S  ïî-
÷òè ãîðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè

êàïëè â åå íèæíåé ÷àñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ìåæäó øåðøàâîé áóìàãîé è êàï-
ëåé âîäû èìååòñÿ ìíîæåñòâî ó÷àñòêîâ íå-
áîëüøîé òîëùèíû, ñðàâíèìîé ñ ðàçìåðà-
ìè íåðîâíîñòåé áóìàãè, êîòîðûå çàïîëíå-
íû âîçäóõîì ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàïëÿ ïðàêòè÷åñêè ïî
âñåé ñâîåé ïîâåðõíîñòè ñîïðèêàñàåòñÿ ñ
âîçäóõîì, ïîýòîìó íà êàïëþ äåéñòâóåò
ââåðõ âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, ðàâíàÿ îáúå-
ìó êàïëè, óìíîæåííîìó íà ïëîòíîñòü âîç-
äóõà è íà óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü âîçäóõà çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå ïëîòíîñòè âîäû, ìîæíî ýòó
âûòàëêèâàþùóþ ñèëó íå ó÷èòûâàòü, ò.å.
ìîæíî âîîáùå íå ðàññìàòðèâàòü ó÷àñòèå
âîçäóõà â óðàâíîâåøèâàíèè âñåõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà êàïëþ.
Äàâëåíèå âíóòðè êàïëè âáëèçè åå ñàìîé
âåðõíåé òî÷êè áîëüøå âíåøíåãî àòìîñ-
ôåðíîãî äàâëåíèÿ íà âåëè÷èíó òàê íàçûâà-
åìîãî ëàïëàñîâñêîãî äàâëåíèÿ

1
2

p
R
�S

= .

Äàâëåíèå âîäû, âáëèçè ãîðèçîíòàëüíîãî
ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè êàïëè áîëüøå 1p  íà
âåëè÷èíó ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ gh�R :

2
2

p gh
R
�S

�R= + .

Ñèëà, ñ êîòîðîé âîäà êàïëè äåéñòâóåò
ñâåðõó íà òîíêèé ñëîé âîäû âáëèçè ãîðè-
çîíòàëüíîãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè, ðàâíà

0 2S p . Ñíèçó íà ýòîò ñëîé äåéñòâóåò ñèëà
ðåàêöèè áóìàãè. Ìàññà ýòîãî òîíêîãî ñëîÿ
áëèçêà ê íóëþ, ïîýòîìó áóìàãà äåéñòâóåò
íà òîíêèé ñëîé âîäû ñ òàêîé æå ïî âåëè÷è-
íå ( )0 2S p , íî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí-
íîé ñèëîé. Íà êàïëþ âîäû äåéñòâóþò
âñåãî äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ðåàê-
öèè áóìàãè (âçàèìîäåéñòâèåì êàïëè ñ âîç-
äóõîì ìû ïðåíåáðåãëè). Êàïëÿ íàõîäèòñÿ
â ïîêîå, ò.å. ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà íåå, ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

0
2

S gh mg
R
�S

�Ræ ö+ =ç ÷è ø
,

îòêóäà íàõîäèì

( )0 2
mg

S
R gh�S �R

=
+

.
Ã.Íàñûðîâ
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî
ó÷àùèìñÿ 6–8 êëàññîâ.

Ýòè çàäà÷è ïðåäëàãàëèñü íà Êîñòðîìñêîì
îáëàñòíîì òóðíèðå þíûõ ìàòåìàòèêîâ.

Çàäà÷è
1. Þíûå ìàòåìàòèêè Àíòîí, Áîðÿ, Âàñÿ,
Ãðèøà, ôàìèëèè êîòîðûõ Àíòîíîâ, Áîðè-
ñîâ, Âàñèëüåâ è Ãðèãîðüåâ, äâà ðàçà ïèëè
÷àé çà êðóãëûì ñòîëîì. Ïåðâûé ðàç Àíòîí
ñèäåë íàïðîòèâ Àíòîíîâà, à Áîðÿ ñèäåë
ðÿäîì ñ Âàñèëüåâûì. Âòîðîé ðàç Ãðèøà

ñèäåë íàïðîòèâ Áîðèñîâà, à Âàñèëüåâ –
ðÿäîì ñ Àíòîíîì. Ó êîãî êàêàÿ ôàìèëèÿ,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå äâîå þíûõ
ìàòåìàòèêîâ íå ñèäåëè äâà ðàçà äðóã
íàïðîòèâ äðóãà? Îáúÿñíèòå, êàê âû ïîëó-
÷èëè îòâåò.

Í.×åðíÿòüåâ

2. Èíîïëàíåòÿíèí âñòðåòèë ìàëü÷èêà è
ïîïûòàëñÿ óãàäàòü, êàê åãî çîâóò. Îí ïåðå-
áðàë òàêèå âàðèàíòû èìåíè: Ïóëÿ, Ìûøü,
Äèñê, Äûíÿ, Ëèïà, Ìîðñ, íî íå óãàäàë. Çàòî
îêàçàëîñü, ÷òî â êàæäîì èç âàðèàíòîâ îí
óãàäàë õîòÿ áû îäíó áóêâó (ïðè÷åì ýòà
áóêâà ñòîèò íà òîì æå ìåñòå, ÷òî è â èìåíè
ìàëü÷èêà, êîòîðîå òîæå ñîñòîèò èç 4 áóêâ).

Êàê ìîãëè çâàòü ýòîãî ìàëü÷èêà? (Äîñòà-
òî÷íî ïðèâåñòè îäíî ïîäõîäÿùåå èìÿ.)

Å.Áàêàåâ, Í.×åðíÿòüåâ

3. Ïàøà ðàññòàâèë ïî êðóãó â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå 15 ïëþñîâ è 15 ìèíóñîâ. Âèòÿ
õî÷åò çàìåíèòü íåêîòîðûå èç çíàêîâ íà

ïðîòèâîïîëîæíûå òàê, ÷òîáû íå áûëî äâóõ
ðÿäîì ñòîÿùèõ îäèíàêîâûõ çíàêîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå îí ìîæåò äî-
áèòüñÿ ýòîãî, ñäåëàâ íå áîëåå 14 èñïðàâëå-
íèé.

Í.×åðíÿòüåâ

4. Ó Âåðû åñòü âîñåìü çîëîòûõ øàðèêîâ:
÷åòûðå ïî 1 ãðàììó è ÷åòûðå ïî 2 ãðàììà.
Âñå øàðèêè âûãëÿäÿò îäèíàêîâî è íà
îùóïü íå ðàçëè÷èìû. Âåðà íå ïîìíèò,
êàêîé èç íèõ êàêîé. Åé íóæíî ðàçäåëèòü
øàðèêè íà äâå êó÷êè îäèíàêîâîé ìàññû. Â
ðàñïîðÿæåíèè Âåðû åñòü ýëåêòðîííûå âåñû,
êîòîðûå ïîêàçûâàþò âåñ ãðóçà, êîòîðûé íà
íèõ ïîëîæèëè. Íî â âåñàõ ïðàêòè÷åñêè
ñåëà áàòàðåéêà, è åå ìîæåò õâàòèòü òîëüêî
íà 2 âçâåøèâàíèÿ. Ïîìîãèòå Âåðå ñïðà-
âèòüñÿ ñ çàäà÷åé.

Í.×åðíÿòüåâ
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ÂÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÌÛ ÎÁÑÓÄÈÌ ÍÅÑÊÎËÜÊÎ
çàäà÷, ñëåãêà íåîáû÷íûõ ñ ìàòåìàòè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ýòèõ çàäà÷àõ íàì
áóäåò èíòåðåñíî íå òîëüêî èñòèííû  èëè
ëîæíû  íåêîòîðûå âûñêàçûâàíèÿ , íî è  çíà-
þò ëè îá èñòèííîñòè ýòèõ âûñêàçûâàíèé
ïåðñîíàæè, äåéñòâóþùèå â çàäà÷àõ.

Çàäà÷à 1. Èëüå Ìóðîìöó, Äîáðûíå Íè-
êèòè÷ó è Àëåøå Ïîïîâè÷ó çà âåðíóþ ñëóæ-
áó äàëè 6 ìîíåò: 3 çîëîòûõ è 3 ñåðåáðÿíûõ.
Êàæäîìó äîñòàëîñü ïî äâå ìîíåòû. Èëüÿ
Ìóðîìåö íå çíàåò, êàêèå ìîíåòû äîñòà-
ëèñü Äîáðûíå, à êàêèå Àëåøå, íî çíàåò,
êàêèå ìîíåòû äîñòàëèñü åìó ñàìîìó. (Òàê-
æå Èëüÿ çíàåò, ÷òî ìîíåò âñåãî 6, ïî 3
êàæäîãî ìåòàëëà, è ÷òî êàæäîìó äîñòà-
ëîñü ïî äâå ìîíåòû.) Òðåáóåòñÿ çàäàòü
Èëüå Ìóðîìöó îäèí âîïðîñ, ïðåäïîëàãà-
þùèé îòâåò «äà» èëè «íåò», è ïî îòâåòó íà
ýòîò âîïðîñ âûÿñíèòü, êàêèå ìîíåòû åìó
äîñòàëèñü.

Ñ âèäó êàæåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íåðàçðåøè-
ìà: âàðèàíòîâ òîãî, êàêèå ìîíåòû ó Èëüè,
òðè (äâå çîëîòûå, äâå ñåðåáðÿíûå, çîëî-
òàÿ è ñåðåáðÿíàÿ), à âàðèàíòîâ îòâåòà
âñåãî äâà, «äà» èëè «íåò». Íî åñòü è
òðåòèé âîçìîæíûé îòâåò – «íå çíàþ».
×òîáû ïîëó÷èòü åãî, íóæíî ñïðàøèâàòü
íå î ìîíåòàõ Èëüè, à î ìîíåòàõ äðóãèõ
áîãàòûðåé. Îäíàêî òîãäà ìîæåò ïîêàçàòü-
ñÿ, ÷òî îòâåò áóäåò âñåãäà «íå çíàþ»:
âåäü äàæå â óñëîâèè ïðÿìî ñêàçàíî, ÷òî
Èëüÿ Ìóðîìåö íå çíàåò î ìîíåòàõ Äîá-
ðûíè è Àëåøè.

Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ
îá ýòèõ ìîíåòàõ Èëüÿ ìîæåò âû÷èñëèòü,
çíàÿ òîëüêî ñâîè ìîíåòû. Íàïðèìåð, åñëè
ó Èëüè Ìóðîìöà äâå çîëîòûå ìîíåòû, òî
îí çíàåò, ÷òî îñòàëàñü òîëüêî îäíà çîëîòàÿ
ìîíåòà. Çíà÷èò, íè ó Äîáðûíè, íè ó Àëåøè
íå ìîæåò îêàçàòüñÿ äâóõ çîëîòûõ ìîíåò.
Çàòî çàâåäîìî ó êîãî-òî èç íèõ îáå ìîíåòû
ñåðåáðÿíûå. Ýòî ñîîáðàæåíèå è ïðèâîäèò
íàñ ê îòâåòó: íóæíî çàäàòü âîïðîñ «Âåðíî

Çíàíèå – ñèëà!
Ñ.ÊÓÇÍÅÖÎÂ

ëè, ÷òî ó êîãî-òî èõ äâóõ äðóãèõ áîãàòûðåé
îáå ìîíåòû – ñåðåáðÿíûå?»

Çàïèøåì âîçìîæíûå ñèòóàöèè êîðîòêî:
áóêâà «Ç» îçíà÷àåò çîëîòóþ ìîíåòó, «Ñ» –
ñåðåáðÿíóþ. Ñíà÷àëà èäóò ìîíåòû Èëüè,
ïîòîì Äîáðûíè, ïîòîì Àëåøè. Íàïðèìåð,
«ÇÇ;ÑÑ;ÇÑ» îçíà÷àåò, ÷òî ó Èëüè 2 çîëîòûå
ìîíåòû, ó Äîáðûíè 2 ñåðåáðÿíûå, à ó
Àëåøè 1 çîëîòàÿ è 1 ñåðåáðÿíàÿ. Íà ðèñóí-
êå 1 âîçìîæíûå ñèòóàöèè ðàçäåëåíû íà

òðè ãðóïïû. Â êàæäîé ãðóïïå ñèòóàöèè
íåðàçëè÷èìû  ñ òî÷êè çðåíèÿ Èëüè Ìó-
ðîìöà: îí-òî âèäèò òîëüêî ñâîè ìîíåòû.
Êðîìå òîãî, ñèòóàöèè ðàñöâå÷åíû: çåëå-
íûì öâåòîì îáîçíà÷åíû òå, â êîòîðûõ
èñòèííûé îòâåò íà íàø âîïðîñ «äà»; êðàñ-
íûì – â êîòîðûõ îòâåò «íåò».

Òåïåðü âèäíî, ÷òî â ñðåäíåé ãðóïïå,
êîãäà ó Èëüè çîëîòàÿ è ñåðåáðÿíàÿ ìîíå-
òû, åñòü êàê «êðàñíûå», òàê è «çåëåíûå»
ñèòóàöèè. Çíà÷èò, Èëüÿ äàæå òåîðåòè÷åñêè
íå ìîæåò, îïèðàÿñü íà çíàíèÿ î ñâîèõ
ìîíåòàõ, îòâåòèòü íà âîïðîñ, è îí ñêàæåò
«íå çíàþ». Â âåðõíåé ãðóïïå îáå ñèòóàöèè
«çåëåíûå», è Èëüÿ, ïðîâåäÿ òàêîå æå ðàñ-
ñóæäåíèå, êàê è ìû ñåé÷àñ, îòâåòèò «äà».
Â íèæíåé ãðóïïå, íàîáîðîò, îáå ñèòóàöèè
«êðàñíûå», è îòâåò áóäåò «íåò».

×òîáû íàøè ðàññóæäåíèÿ èìåëè ñèëó,
íóæíû äâà ïðåäïîëîæåíèÿ î áîãàòûðå,
êîòîðîãî ìû ñïðàøèâàåì:

1. Áîãàòûðü ÷åñòåí, ò.å. îòâå÷àåò íà íàøè
âîïðîñû ïðàâäèâî.

Ðèñ. 1
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2. Áîãàòûðü óìåí, ò.å. ãîâîðèò «íå çíàþ»
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëó÷èòü îòâåò,
èñõîäÿ èç äîñòóïíîé åìó èíôîðìàöèè,
òåîðåòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ýòî óñëîâèå
ïîçâîëÿåò Èëüå Ìóðîìöó èñïîëüçîâàòü
êîñâåííîå çíàíèå  î ìîíåòàõ äðóãèõ áîãà-
òûðåé.

Âòîðîå óñëîâèå íå òàê áåçîáèäíî, êàê
ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. ×òî-
áû îñîçíàòü ýòî, ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, íà
øàõìàòíóþ èãðó è çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ó
êàêîãî èç èãðîêîâ (èãðàþùåãî çà ÷åðíûõ
èëè çà áåëûõ) åñòü ñòðàòåãèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ çàâåäîìî, íåçàâèñèìî îò êîâàðñòâà
ïðîòèâíèêà, âûèãðàòü èëè õîòÿ áû ñâåñòè
èãðó ê íè÷üåé? Êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ
øàõìàòíûõ ïàðòèé õîòü è àñòðîíîìè÷åñêè
âåëèêî, íî âñå-òàêè íå áåñêîíå÷íî. Çíà÷èò,
òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü
âñå âîçìîæíûå ïàðòèè è äàòü îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ (êðîìå ýòîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ëèáî ðîâíî ó îäíîãî èç èãðîêîâ åñòü
âûèãðûâàþùàÿ ñòðàòåãèÿ, ëèáî ó îáîèõ
åñòü ñòðàòåãèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê íè÷üåé).
Ýòîò îòâåò áóäåò ëîãè÷åñêè ñëåäîâàòü èç
ïðàâèë èãðû, ò.å., ïî íàøåìó óñëîâèþ,
äîëæåí áûòü èçâåñòåí ëþáîìó, êòî ýòè
ïðàâèëà çíàåò. Â ðåàëüíîñòè, îäíàêî, îòâåò
íåèçâåñòåí íèêîìó. Äðóãîé ïðèìåð, áîëåå
áëèçêèé ê ìàòåìàòèêå: ïîñêîëüêó âñå òåî-
ðåìû, ñêàæåì, øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåò-
ðèè ëîãè÷åñêè ñëåäóþò èç àêñèîì, òî ïî
íàøåìó óñëîâèþ ïîëó÷èëîñü áû, ÷òî òîò,
êòî âûó÷èë âñå àêñèîìû, àâòîìàòè÷åñêè
çíàåò âñå òåîðåìû. Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷-
íî, äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ áîëåå äëèòåëüíîå
îáó÷åíèå, à âñåõ âîçìîæíûõ òåîðåì íå
çíàåò íèêòî.

Ýòà òðóäíîñòü îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïðî-
áëåìîé ëîãè÷åñêîãî âñåçíàíèÿ. Îíà âîç-
íèêàåò â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî âîçìîæíûõ
ñèòóàöèé íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ÷åëîâåê
èëè äàæå êîìïüþòåð îêàçûâàåòñÿ íåñïî-
ñîáíûì èõ ïåðåáðàòü, èëè êîãäà îíî âîîá-
ùå áåñêîíå÷íî. Â íàøèõ ïðèìåðàõ ýòî
÷èñëî íåâåëèêî, è ìû ìîæåì ñìåëî ïîëüçî-
âàòüñÿ âòîðûì óñëîâèåì.

Òåïåðü îáñóäèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó î
÷óìàçûõ äåòÿõ.

Çàäà÷à 2. Íåñêîëüêî äåòåé âåðíóëèñü ñ
ïðîãóëêè, è ïàïà ñêàçàë, ÷òî ó íåêîòîðûõ

(õîòÿ áû ó îäíîãî) èç íèõ ëèöà ïåðåïà÷êà-
íû ãðÿçüþ. Êàæäûé ðåáåíîê âèäèò ëèöà
äðóãèõ äåòåé, íî íå ñâîå ñîáñòâåííîå.
Ïàïà ñïðàøèâàåò, çíàåò ëè êòî-íèáóäü èç
äåòåé, ÷òî îí ñàì ÷óìàçûé. Äåòè îòâå÷àþò
«íåò». Ïîòîì ïàïà çàäàåò òîò æå âîïðîñ
åùå ðàç, ïîòîì åùå ðàç... Ïîéìåò ëè êòî-òî
èç äåòåé, ÷òî îí ñàì ÷óìàçûé?

Êàçàëîñü áû, íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ, è äåòè
âñåãäà áóäóò ãîâîðèòü «íåò». Îäíàêî êàæ-
äûé ðàç ðåáåíîê ïîëó÷àåò çíàíèå î íåçíà-
íèè äðóãèõ, è ýòà èíôîðìàöèÿ ìîæåò
ïîìî÷ü åìó äîãàäàòüñÿ, ÷óìàçûé ëè îí
ñàì.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò,
ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äåòåé âñåãî òðîå
è äâà èç íèõ – âòîðîé è òðåòèé – ÷óìàçûå,
à ïåðâûé ÷èñò. Êòî ÷óìàçûé, à êòî ÷èñòûé,
çíàåì ìû (è ïàïà), íî íå ñàìè äåòè.
Ïîýòîìó íóæíî ðàññìàòðèâàòü âñå ïîòåí-
öèàëüíî âîçìîæíûå ñèòóàöèè, è ìû áó-
äåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ÷óìàçîãî
ðåáåíêà öèôðîé 1, à ÷èñòîãî – öèôðîé 0:
íàïðèìåð, 010 îç-
íà÷àåò, ÷òî ïåðâûé
è òðåòèé ÷èñòû,
âòîðîé ÷óìàç.

Âîçìîæíûå ñëó-
÷àè óäîáíî èçîá-
ðàçèòü â âèäå êóáà
(ðèñ. 2). Çäåñü äâå
ñèòóàöèè ñîåäèíå-
íû êðàñíûì îòðåç-
êîì, åñëè îíè
íåîòëè÷èìû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîãî ðå-
áåíêà (îí íå çíàåò, ÷óìàç ëè îí ñàì,
ïîýòîìó íå ìîæåò îòëè÷èòü, íàïðèìåð,
001 îò 101). Çåëåíûå îòðåçêè ñîåäèíÿþò
ñèòóàöèè, íåîòëè÷èìûå âòîðûì, ñèíèå –
òðåòüèì ðåáåíêîì. Îäíîé âåðøèíû â ýòîì
êóáå íåäîñòàåò: ðàç ñêàçàíî, ÷òî ÷óìàçûå
åñòü, ñëó÷àé 000 íåâîçìîæåí.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî èçìåíèòñÿ ïîñëå
ïåðâîãî âîïðîñà. Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ÷óìà-
çûé ðåáåíîê ðîâíî îäèí (íàïðèìåð, 100),
ýòîò ðåáåíîê ñðàçó ïîíèìàåò, ÷òî îí ÷óìà-
çûé. Çíà÷èò, åñëè âñå îòâåòèëè «íåò», òî
ýòè ñèòóàöèè íåâîçìîæíû è, ÷òî íàì îñî-
áåííî âàæíî, îá ýòîì òåïåðü çíàþò âñå
äåòè!  Ïîëó÷àåòñÿ êàðòèíêà, èçîáðàæåííàÿ
íà ðèñóíêå 3.

Ðèñ. 2
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Òåïåðü óæå «êðàé-
íèìè» îêàçàëèñü 110,
101 è 011. Êîãäà ïàïà
âòîðîé ðàç çàäàåò òîò
æå âîïðîñ, â ñèòóà-
öèè 011 âòîðîé è òðå-
òèé ðåáåíîê óæå çíà-
þò, ÷òî îíè ÷óìàçûå.

À ñìîæåò ëè ïåð-
âûé ðåáåíîê äîãàäàòüñÿ, ÷òî îí ÷èñòûé?
Ïîïðîáóéòå îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ñàìè.

Åñëè âñå äåòè áûëè ÷óìàçûìè (ñëó÷àé
111), òî ïîòðåáóåòñÿ åùå îäèí âîïðîñ: ïîñ-
ëå ïåðâîãî âîïðîñà îòñåêàþòñÿ ñëó÷àè 100,
010 è 001, ïîñëå âòîðîãî – 110, 101 è 011, è
ïåðåä òðåòüèì âîïðîñîì âñå äåòè óæå
çíàþò, ÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ñèòóà-
öèÿ – 111.

ßñíî, ÷òî òàê æå ìîæíî ðàññóæäàòü è
êîãäà äåòåé áîëüøå òðåõ. Åñëè ÷óìàçûé
ðîâíî îäèí, òî îí ïîéìåò ýòî ïîñëå ïåðâî-
ãî âîïðîñà (îí çíàåò, ÷òî ÷óìàçûå åñòü, íî
íå âèäèò íè îäíîãî – çíà÷èò, ÷óìàç îí
ñàì). Åñëè âñå îòâåòèëè «íåò», òî ñèòóàöèè
ñ îäíèì ÷óìàçûì îòñåêàþòñÿ, çíà÷èò, ÷ó-
ìàçûõ õîòÿ áû äâîå. Åñëè èõ äåéñòâèòåëü-
íî äâîå, ýòî âûÿâëÿåòñÿ ïîñëå âòîðîãî
âîïðîñà. Èíà÷å âñå óçíàþò, ÷òî ÷óìàçûõ
õîòÿ áû òðîå, è òàê äàëåå.

Ðàññêàçàííûì â ýòîé ñòàòüå ñïîñîáîì
ìîæíî ðåøàòü ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è, ãäå
ó÷àñòíèêè ÷òî-òî çíàþò èëè íå çíàþò äðóã
î äðóãå è îáìåíèâàþòñÿ ýòîé èíôîðìàöè-
åé. Âîò òðè òàêèå çàäà÷è.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3. Êîðîëü ïîçâàë ê ñåáå òðåõ ìóäðå-
öîâ è ïîñàäèë èõ òàê, ÷òîáû îíè âèäåëè äðóã
äðóãà, íî íå ñåáÿ. Ïîñëå ýòîãî îí ïîêàçàë èì 3
êðàñíûõ è 2 áåëûõ êîëïàêà è ñêàçàë, ÷òî
íàäåíåò íà êàæäîãî îäèí èç ýòèõ êîëïàêîâ.
Ñäåëàâ ýòî (è ñïðÿòàâ îñòàâøèåñÿ äâà êîëïà-
êà), êîðîëü ñïðîñèë ïî î÷åðåäè ó êàæäîãî èç
ìóäðåöîâ, çíàåò ëè îí öâåò êîëïàêà, êîòîðûé
íà íåãî íàäåò. Ïåðâûé è âòîðîé ìóäðåö îòâå-
òèëè «íåò», à òðåòèé ñêàçàë, ÷òî çíàåò. Êàêîãî
öâåòà êîëïàê êîðîëü íàäåë íà òðåòüåãî ìóäðå-
öà?

Çàäà÷à 4. Êîðîëü ïîçâàë ê ñåáå òðåõ äðóãèõ
ìóäðåöîâ, ïîêàçàë èì òðè êîëïàêà – êðàñíûé,
ñèíèé è æåëòûé – è íàäåë êàæäîìó ìóäðåöó

íà ãîëîâó ïî êîëïàêó. Êàçàëîñü áû, âèäÿ äâà
êîëïàêà íà ãîëîâàõ ñâîèõ êîëëåã, êàæäûé
ìóäðåö ëåãêî äîãàäàåòñÿ î öâåòå ñâîåãî êîëïà-
êà. Îäíàêî ó ìóäðåöîâ ïðîáëåìû ñî çðåíèåì:
ïåðâûé íå îòëè÷àåò ñèíåãî îò æåëòîãî, âòîðîé
– æåëòîãî îò êðàñíîãî, à òðåòèé – êðàñíîãî îò
ñèíåãî. Ïîýòîìó âåëèêîäóøíûé êîðîëü îáúÿ-
âèë äîïîëíèòåëüíî, ÷òî èç óòâåðæäåíèé «Íà
ãîëîâå ïåðâîãî ìóäðåöà êðàñíûé êîëïàê» è
«Íà ãîëîâå âòîðîãî ìóäðåöà ñèíèé êîëïàê»
âåðíî íå áîëåå îäíîãî. Ïîñëå ýòîãî êîðîëü
ïîñëåäîâàòåëüíî ñïðîñèë ïåðâîãî è òðåòüåãî
ìóäðåöà, çíàþò ëè îíè ñâîè êîëïàêè, è îáà
îòâåòèëè «íå çíàþ». Êàêîãî öâåòà êîëïàê êî-
ðîëü íàäåë íà ïåðâîãî ìóäðåöà?

Çàäà÷à 5. Êàæäîìó èç äâóõ ãåíèàëüíûõ
ìàòåìàòèêîâ ñîîáùèëè ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñ-
ëó, ïðè÷åì èì èçâåñòíî, ÷òî ýòè ÷èñëà îòëè÷à-
þòñÿ íà åäèíèöó. Îíè ïîî÷åðåäíî ñïðàøèâàþò
äðóã äðóãà: «Èçâåñòíî ëè òåáå ìîå ÷èñëî?»
Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî êòî-òî èç íèõ
îòâåòèò «äà». Ñêîëüêî âîïðîñîâ îíè çàäàäóò
äðóã äðóãó? (Ìàòåìàòèêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðàâ-
äèâûìè, áåññìåðòíûìè è, ðàçóìååòñÿ, ãåíè-
àëüíûìè.)

Íàïîñëåäîê æå ðàçáåðåì åùå îäíó çà-
áàâíóþ çàäà÷êó.

Çàäà÷à 6. Ïðè äâîðå êîðîëÿ Ïðàâäîðó-
áà âñå èçäðåâëå ãîâîðèëè òîëüêî ïðàâäó è
äîâåðÿëè äðóã äðóãó. Íî îäíàæäû êîðîëü
ïðèãëàñèë ê ñåáå òðåõ ñâîèõ ïðèäâîðíûõ
ìóäðåöîâ è îáúÿâèë èì: «Ñðåäè âàñ õîòÿ
áû îäèí – ëæåö!» Ìóäðåöû çàäóìàëèñü:
êòî æå ñðåäè íèõ ïðåäàòåëü? Êòî íàðóøèë
äðåâíèé îáû÷àé? Êîðîëü ñïðîñèë ïåðâî-
ãî ìóäðåöà: «Çíàåøü ëè òû, êòî èç âàñ
ëæåöû, à êòî ãîâîðèò ïðàâäó?» Ïåðâûé
ìóäðåö îòâåòèë: «Íå çíàþ». Êîðîëü çàäàë
òîò æå âîïðîñ âòîðîìó ìóäðåöó. Òîò îòâå-
òèë: «Çíàþ». Íàêîíåö, òðåòüåãî ìóäðåöà
êîðîëü ñïðîñèë: «Ñìîæåøü ëè òû íàçâàòü
õîòÿ áû îäíîãî ëæåöà?» Íà ýòî òðåòèé
ìóäðåö îòâåòèë: «Äà, ñìîãó». À êòî íà
ñàìîì äåëå ëæåö?

Â ýòîé çàäà÷å, â îòëè÷èå îò ïðåäûäó-
ùèõ, íàðóøåíî ïåðâîå óñëîâèå: ó÷àñòíè-
êè ìîãóò ãîâîðèòü íåïðàâäó. Ïðè ýòîì,
êàê îáû÷íî íåãëàñíî ïðåäïîëàãàåòñÿ â
çàäà÷àõ «ïðî ðûöàðåé è ëæåöîâ», ëæåö
ãîâîðèò íåïðàâäó âñåãäà (òàêèì îáðà-
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çîì, îí íå íàñòîëüêî êîâàðåí, ÷òîáû èíîã-
äà – êîãäà åìó âûãîäíî – ãîâîðèòü ïðàâ-
äèâî). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ëæåöû, åñëè èõ íåñêîëüêî, íå íàõîäÿòñÿ
â ñãîâîðå: êàæäûé ëæåö íå çíàåò î äðó-
ãèõ ëæåöàõ.

Ïåðâûé ìóäðåö, íåçàâèñèìî îò òîãî,
ëæåö îí èëè ïðàâäèâûé, íå ìîæåò çíàòü
îòâåò íà âîïðîñ êîðîëÿ. Çíà÷èò, îí ñêàçàë
ïðàâäó è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ëæåöîì.
Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òðè ñèòóàöèè:
ÏÏË, ÏËÏ, ÏËË («Ï» îçíà÷àåò ãîâîðÿùåãî
ïðàâäó, «Ë» – ëæåöà; èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ
áû îäèí ëæåö åñòü). Ñ òî÷êè çðåíèÿ âòîðî-
ãî ìóäðåöà âòîðàÿ è òðåòüÿ ñèòóàöèè íå-
ðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé (è îòëè÷èìû îò
ïåðâîé). Â ïåðâîé ñèòóàöèè îí çíàåò, êòî
ëæåö, è ïðàâäèâî ãîâîðèò «çíàþ». Âî

âòîðîé è òðåòüåé âòîðîé ìóäðåö íå çíàåò
îòâåòà, íî ïðè ýòîì îí ëæåö è òîæå
ãîâîðèò «çíàþ». Òàêèì îáðàçîì, îòâåò
âòîðîãî ìóäðåöà íå äàåò íè íàì, íè òðå-
òüåìó ìóäðåöó íèêàêîé íîâîé èíôîðìà-
öèè. Íàêîíåö, ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåòüåãî
ìóäðåöà íåîòëè÷èìû ñèòóàöèè ÏÏË è ÏËË,
íî åãî êîðîëü ïðîñèò íàçâàòü õîòÿ áû
îäíîãî ëæåöà, è îí ìîã áû íàçâàòü ñåáÿ.
Çíà÷èò, ñêàçàâ «äà, ñìîãó», îí ñêàçàë ïðàâ-
äó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îí ëæåö.
Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ ÏËÏ: ïåð-
âûé è òðåòèé ìóäðåöû ãîâîðÿò ïðàâäó,
âòîðîé ëæåö.

Çàäà÷è, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â ýòîé
ñòàòüå, îòíîñÿòñÿ ê âåäîìñòâó ìîäàëüíîé
ëîãèêè – òàêèì îáðàçîì, ìû ïîçíàêîìè-
ëèñü ñ àçàìè ýòîé íàóêè.

Ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ äîáèëèñü ñëåäóþùèå
øêîëüíèêè:

Áèðþëèí Àëåêñåé  – Ìîñêâà, øêîëà 1363,
4 êë.,

Ïàâëîâà Äåíèöà  – Áîëãàðèÿ, Ñîôèÿ, Ñî-
ôèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ, 9 êë.

Æþðè êîíêóðñà òàêæå îòìå÷àåò õîðîøèå
ðàáîòû ñëåäóþùèõ øêîëüíèêîâ:

Àíòîíåíêî Åêàòåðèíà  – Êîñòðîìñêàÿ îá-
ëàñòü, äåðåâíÿ Êóçüìèùè, Êóçüìèùåíñêàÿ
ñðåäíÿÿ øêîëà, 8 êë.,

Äàíèëèí Èâàí  – Ìîñêâà, øêîëà 179, 7 êë.,
Êîíîïëåâ Ìàêñèì  – Ìîñêâà, øêîëà 1329,

6 êë.,
Êðàñèêîâ Àíòîí  – Óêðàèíà, Êèåâ, ëèöåé 142,

7 êë.,
Îëæàáàåâ Àñûëáåê  – Êàçàõñòàí, Àëìàòû,

Íàçàðáàåâ Èíòåëëåêòóàëüíàÿ øêîëà ôèçè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, 8 êë.,

Òèìîíèíà Ìàðèÿ – Êðàñíîäàð, ãèìíàçèÿ 92,
9 êë.

Èòîãè êîíêóðñà  2016/17 ó÷åáíîãî ãîäà

Ñðåäè êîìàíä ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïîêàçàëè
ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Ãàò÷èíñ-
êîãî è Ëóæñêîãî ðàéîíîâ Ëåíèíãðàäñêîé
îáëàñòè (ðóêîâîäèòåëü Ïàâëîâ Ñåðãåé Ïàâ-
ëîâè÷):

Èâàíîâ Îëåã  – Ëóãà, øêîëà 3, 5 êë.,
Åðåìååâ Ñåìåí  – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3, 6 êë.,
Èâàíîâ Èëüÿ  – Ëóãà, øêîëà 6, 7 êë.,
Çàáèÿêèí Ñåðãåé – Ãàò÷èíà, øêîëà 9, 9 êë.,
Ëóêàøîâ Íèêèòà  – Ñèâåðñêàÿ ãèìíàçèÿ Ãàò-

÷èíñêîãî ðàéîíà, 9 êë.,
Ìîðîçîâà Åêàòåðèíà  – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3,

9 êë.,
Ñû÷èêîâà Ìàðèÿ  – Ñèâåðñêàÿ ãèìíàçèÿ

Ãàò÷èíñêîãî ðàéîíà, 9 êë.

Ïîçäðàâëÿåì!

Ïîáåäèòåëÿì è ïðèçåðàì áóäóò âûñëàíû
äèïëîìû æóðíàëà «Êâàíò», à òàêæå ïðèçû îò
èçäàòåëüñòâà ÌÖÍÌÎ è ôîíäà «Ìàòåìàòè-
÷åñêèå ýòþäû».
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×óäî
ñòåêëÿííîé

ëèíçû
À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ñòåêëî…, íåêîãäà ïðîäàâàâøååñÿ ïî öåíå
çîëîòà, â ðóêàõ åâðîïåéöåâ ñòàëî äîðîæå çîëî-
òà. Ñàëüâèíî èëè, ìîæåò áûòü, êòî äðóãîé,
îòïîëèðîâàâ ïåðâóþ ëèíçó, ïîëîæèë íà÷àëî
èíñòðóìåíòó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ëþäÿì îï-
ðåäåëåíî îòêðûòü ìèðèàäû íåáåñíûõ ìèðîâ,
óïîðÿäî÷èòü èñ÷èñëåíèå âðåìåíè, íàâåñòè
ïîðÿäîê â ìîðåïëàâàíèè è ðàçâèâàòü âåëè-
÷àéøóþ èç íàóê, êàêèìè ìîæåò ãîðäèòüñÿ
÷åëîâå÷åñêèé ðàçóì.

È.Ãåðäåð. Èäåè ê ôèëîñîôèè
èñòîðèè ÷åëîâå÷åñòâà

Î ÄÍÀÆÄÛ   ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÉ   ÌÓÕÅ
âçäóìàëîñü ëåòàòü ïî îêðóæíîñòè âîê-

ðóã ôîêóñà îáûêíîâåííîé ëèíçû, ïðè÷åì â
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îñü ñèììåòðèè
(ðèñ.1). Íà÷àëñÿ ïîëåò â òî÷êå 1 è ñîâåðøàë-
ñÿ, êàê ïîëîæåíî â ôèçèêå, ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè (ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõî-
äà âîêðóã òî÷êè F).

Êîíå÷íî, ìóõó î÷åíü èíòåðåñîâàëî äâèæå-
íèå åå èçîáðàæåíèÿ â ëèíçå. Íàéäåì è ìû ýòó
òðàåêòîðèþ.

Âñå çíàþò èçâåñòíóþ ôîðìóëó ëèíçû è
ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèÿ â íåé.
Çàïèøåì ôîðìóëó ëèíçû â âèäå

1 1 1
x x F

�� ��
�a ,

ãäå õ – ðàññòîÿíèå îò ïðåä-
ìåòà äî ëèíçû, x�a – ðàññòî-
ÿíèå îò ëèíçû äî èçîáðàæå-
íèÿ è F – ôîêóñíîå ðàññòî-
ÿíèå ëèíçû. À òåïåðü ïîñò-
ðîèì èçîáðàæåíèå ëþáîé
òî÷êè òðàåêòîðèè ìóõè, íà-
ïðèìåð òî÷êè À: ïðîâåäåì
ëó÷ AC, ïàðàëëåëüíûé îï-
òè÷åñêîé îñè; ïðåëîìèâøèñü
â ëèíçå, îí ïðîñòî îáÿçàí
ïðîéòè ÷åðåç ôîêóñ F; äðó-
ãîé ëó÷ AO ïðîéäåò ÷åðåç
îïòè÷åñêèé öåíòð ëèíçû íå
ïðåëîìëÿÿñü (ïóñòü ëèíçà
áóäåò òîíêîé); ïåðåñå÷åíèå
ýòèõ äâóõ ëó÷åé è äàåò òî÷-
êó A�a – èçîáðàæåíèå òî÷êè
À. È òàê, òî÷êà çà òî÷êîé,

Ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå èçîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â ïîëîæèò åëüíîé
ëèíçå. Âåðòèêàëüíûå øòðèõîâûå ëèíèè – ôîêàëüíûå ïëî ñêîñòè
ëèíçû. Êðàñíûå ëèíèè – äåéñòâèòåëüíûå èçîáðàæåíèÿ, çåëåíûå –
ìíèìûå (ïîñòðîåíèå ïðèáëèçèòåëüíîå; æåëàþùèå ìîãóò ïðîâåñòè
òî÷íûé ðàñ÷åò)

Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »
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ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå 1 A 2�a �a �a
(êðàñíàÿ ëèíèÿ) ïåðâîé ÷åòâåðòè
îêðóæíîñòè 1A2 . Íî ÷òî ýòî?
Òî÷êà 2�a óøëà â áåñêîíå÷íîñòü, à
ìóõà âñåãî ëèøü ñïîêîéíî ïåðå-
ñåêëà ôîêàëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷-
êå 2! Íî íå áóäåì ïðèòâîðíî óäèâ-
ëÿòüñÿ – èçîáðàæåíèå âåðíåòñÿ èç
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè 2�a�a, à
èçîáðàæåíèå ó÷àñòêà 234 òðàåêòî-
ðèè áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå êðè-
âîé 2 3 4�a�a �a�a �a�a, ïîêàçàííîé íà ðèñóí-
êå çåëåíûì ïóíêòèðîì (ìíèìîå
èçîáðàæåíèå). È âñå ýòî íàì ïî-
íàäîáèëîñü, ÷òîáû íàïîìíèòü
øêîëüíûé ìàòåðèàë î ïîñòðîåíèè èçîáðà-
æåíèé â ëèíçå.

Â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå, ëèíçà óñòàíàâ-
ëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êîé �� �	,x y  –
îðèãèíàëîì è òî÷êîé �� �	,x y�a �a – èçîáðàæå-
íèåì:

1
,

1 1

.
1

x x

F x
y

y y
x
F

�a�j ��
�

�a�j ��
�

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ìîæíî íàéòè èçîá-
ðàæåíèå – êðèâóþ �� �	y x�a �a, – íàïðèìåð, íà-
øåé îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R < F, çàäàííîé
óðàâíåíèåì 2 2 2x y R�� �� .

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ëèíçà ïî-
ëåçíà òåì, ÷òî ìîæåò îáåñïå÷èòü óâåëè÷åíèå

ðàçìåðà èçîáðàæåíèÿ â y
y

�a
 ðàç. Èç ðèñóíêà

2 âèäíî, ÷òî 1
y
y

�a
��  òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäìåò ðàñïîëî-
æåí ê ëèíçå áëèæå ÷åì 2 F; óäàëåííûå ïðåä-
ìåòû – íå óâåëè÷èòü. Ýòî âñåãî ëèøü ëóïà .

Íî îäíàæäû Íåêòî (ïî îäíèì ñâåäåíèÿì –
ëþáîïûòíûé ó÷åíèê Ãàëèëåÿ, ïî äðóãèì –
ãîëëàíäñêèé ìîðÿê), èãðàÿ ñ äâóìÿ ëèíçà-
ìè, ðàñïîëîæèë èõ äðóã çà äðóãîì è àõíóë:
óäàëîñü ïîëó÷èòü óâåëè÷åííîå èçîáðàæåíèå
óäàëåííûõ ïðåäìåòîâ! Òàê áûëà îòêðûòà
«íî÷åçðèòåëüíàÿ òðóáà», èëè òåëåñêîï .

Èäåÿ êëàññè÷åñêîãî òåëåñêîïà ïðîñòà: íóæ-
íî äâå ëèíçû ñ ðàçëè÷íûìè ôîêóñíûìè
ðàññòîÿíèÿìè F è f  ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû
èõ îïòè÷åñêèå îñè è ïîëîæåíèÿ îäíèõ ôîêó-
ñîâ ñîâïàëè (ðèñ.3). Ïó÷îê ëó÷åé, èäóùèõ
îò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé çâåçäû ïàðàëëåëü-
íî îïòè÷åñêîé îñè (êðàñíûå ëèíèè), ñîáå-
ðåòñÿ â òî÷êå F – ôîêóñå îáúåêòèâà, à çàòåì,
ïðîéäÿ ÷åðåç îêóëÿð, ñíîâà ñòàíåò ïàðàë-
ëåëüíûì. Òóò ïîêà ÷òî íè÷åãî íå óäàëîñü
óâåëè÷èòü – ðàçâå ÷òî ïëîòíîñòü ïîòîêà
ýíåðãèè, ïîïàâøåé â îáúåêòèâ. Íî âîò äðó-
ãàÿ çâåçäà, ðàñïîëîæåííàÿ íà íåáåñíîé ñôå-
ðå ïîä ìàëûì óãëîì �A ïî îòíîøåíèþ ê
ïåðâîé, äàåò äðóãîé ïó÷îê ëó÷åé (ñèíèå
ëèíèè), êîòîðûé ïðîéäåò ÷åðåç îêóëÿð óæå
ïîä äðóãèì ìàëûì óãëîì �B. È åñëè F > f , òî

1
F
f

�B
�� ��

�A
 – ìû ïîëó÷èì óâåëè÷åííûé óãîë!

Òåïåðü âñå ÿñíî: íóæíî âçÿòü îòíîøåíèå
ôîêóñîâ ðàâíûì òûñÿ÷å, ìèëëèîíó, ìèëëè-
àðäó… – è ìîæíî áóäåò ðàññìàòðèâàòü ìåë-
êèå êàìåøêè íà Ëóíå!?

Óâû – òóò ðàäîñòü, ïîðîæäåííàÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè, íàòàëêèâàåòñÿ íà îã-
ðàíè÷åíèå, íàëàãàåìîå ôèçè÷åñêîé îïòèêîé.
Äåëî â òîì, ÷òî ñâåò, êàê è âñÿêîå èçëó÷åíèå,
õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèíîé âîëíû. Äëÿ âèäè-
ìîãî ñâåòà åå âåëè÷èíà �L, êàê èçâåñòíî,
çàêëþ÷åíà ãäå-òî ìåæäó 0,4 è 0,8 ìèêðîíà,
çíà÷èò, ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò îêîëî

Ðèñ. 3. Õîä ëó÷åé â òåëåñêîïå îò äâóõ çâåçä. Ñïðàâà  –
äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè îáúåêòè âà

Ðèñ. 2. Óâåëè÷åíèå â ëèíçå â çàâèñèìîñòè îò
ïîëîæåíèÿ îáúåêòà ñëåâà îò íåå
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0,6 ìèêðîíà. È òóò ïðèõîäÿò íà óì òàêèå
ðàññóæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ùåëü øèðèíîé d
â ýêðàíå, íà êîòîðûé ñëåâà ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïàäàåò âîëíà äëèíîé �L (ðèñ.4). Ïðåäñòà-
âèì ñåáå êóñîê ôðîíòà, âûðåçàííûé ùåëüþ,
â âèäå äâóõ ïîëîñ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ èñòî÷íèêîì âòîðè÷íîé âîëíû (ïðèíöèï
Ãþéãåíñà). Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé
óãîë 1�Q, ïîä êîòîðûì ëó÷è, èñïóùåííûå
òî÷êàìè (ëèíèÿìè) A è B, áóäóò èìåòü
ðàçíîñòü õîäà 1sinAB�$ �� �Q. È åñëè ýòà ðàç-

íîñòü ðàâíà 
2
�L

, òî â íàïðàâëåíèè 1�Q âîëíû

ïîãàñÿò äðóã äðóãà:

1sin
2 2
d �L

�Q �� .

Óæå ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷ò ó
ïðîèñõîäèò ïðè ïðîíèêíîâåíèè ñâåòà çâåç-
äû ÷åðåç îáúåêòèâ äèàìåòðîì d. Êîíå÷íî,
îáúåêòèâ íå ùåëü, íî ÿñíî, ÷òî ñóòü ÿâëåíèÿ
îñòàåòñÿ ïðåæíåé, à òî÷íîå çíà÷åíèå 1�Q
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

1sin 1,22
d
�L

�Q �� .            ( �
 )

Çíà÷èò, ñâåò, ïðèøåäøèé îò îäíîé çâåçäû,
ñîáåðåòñÿ îáúåêòèâîì íå â òî÷êó, à â ñâåòëîå
ïÿòíî, îêðóæåííîå êîëüöàìè, – òàê æå, êàê
è îò äðóãîé çâåçäû (ñì. ðèñ.3, ñïðàâà). È
÷òîáû ýòè ïÿòíà íå íàëîæèëèñü äðóã íà
äðóãà, óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó çâåçäàìè íå
äîëæíî áûòü ñëèøêîì ìàëûì: 1�A �r �Q. Èíà÷å
çâåçäû íå ðàçëè÷èòü êàê îòäåëüíûå îáúåêòû.

Òåïåðü ïîíÿòíî, ïî÷åìó îáúåêòèâû òåëå-
ñêîïîâ ñòðåìÿòñÿ äåëàòü êàê ìîæíî áîëüøå.
Óæå ñóùåñòâóþò òåëåñêîïû ñ äèàìåòðîì
îáúåêòèâà d = 6 ì. Ñâàðèòü ñòåêëî òàêîé
ìíîãîòîííîé ëèíçû íå ïðîñòî – à åùå íóæíî
îêîëî ãîäà àêêóðàòíî îõëàæäàòü åãî, ÷òîáû Ðèñ. 5. Êàê ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå?

Ðèñ. 4. Ùåëü â ïëîñêîì ýêðàíå è íàïðàâëåíèÿ,
â êîòîðûõ âîëíà, ïðîøåäøàÿ ÷åðåç ùåëü, ãàñèò
ñàìà ñåáÿ

â åãî òåëå íå âîçíèêëè íè òðåùèíû, íè
ïóçûðüêè.

Ñðàâíèì, âî ñêîëüêî ðàç áîëüøå çâåçä
ìîæíî ðàçëè÷èòü (ôèçèêè ãîâîðÿò – ðàçðå-
øèòü) ïðè ïîìîùè òàêîãî òåëåñêîïà, ÷åì
óâèäåòü íåâîîðóæåííûì ãëàçîì. Ïóñòü çðà-
÷îê ãëàçà (òàì âåäü òîæå ëèíçà) èìååò äèà-
ìåòð d = 3 ìì (ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ
íàèáîëåå ÷åòêîå èçîáðàæåíèå íà ñåò÷àòêå);
òîãäà îòíîøåíèå ëèíåéíûõ óãëîâ 1�Q áóäåò
ðàâíî äâóì òûñÿ÷àì, à òåëåñíûõ óãëîâ (ïî
âåðòèêàëè è ïî ãîðèçîíòàëè) – ÷åòûðåì
ìèëëèîíàì!

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå äèôðàêöèþ ñâåòà
íà çðà÷êå. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ( �
 ), îïòè÷åñ-
êàÿ ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü çðà÷êà îãðà-
íè÷åíà óãëîì

6
3

min 3
0,6 10  ì

1,22 0,244 10  ðàä
3 10  ì

�
�

�

�–
�Q �z �z �– �z

�–
21,4 10  ãðàä 50 óãëîâûõ ñåêóíä.��z �– �z

(Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
óãëà sin �Q �z �Q.)

Êîãäà ÷åëîâåê õî÷åò ðàññìîòðåòü êàêîé-
ëèáî îáúåêò, ãëàç ïîâîðà÷èâàåòñÿ òàê, ÷òî
èçîáðàæåíèå ïðîåöèðóåòñÿ íà «æåëòîå ïÿò-
íî» ñåò÷àòêè, â êîòîðîì 15000 êîëáî÷åê
âûñòèëàþò ïëîùàäêó ðàçìåðîì îêîëî 1,5
ãðàäóñîâ. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäóþ êîë-
áî÷êó ïðèõîäèòñÿ óãîë

0
1,5 ãðàä 3600 óãë.ñ ãðàä

15000

�–
�Q �z �z

45 óãëîâûõ ñåêóíä,�z

ïðàêòè÷åñêè ðàâíûé óãëó, ðàçðåøàåìîìó
çðà÷êîì ïðè ó÷åòå äèôðàêöèè.

Êàê òóò íå âîñõèòèòüñÿ ìóäðîé Ïðèðîäîé,
îòëè÷íî «çíàþùåé» è ôèçè÷åñêóþ, è ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ îïòèêó!

Íî âåðíåìñÿ ê îáûêíîâåííîé ñòåêëÿííîé
ëèíçå. Ðàñïîëîæèâ íåêèé ëþáèìûé îáðàç íà
òîì ìåñòå, ãäå ëåòàëà ìóõà (ðèñ.5), ïîñòðîé-
òå åãî èçîáðàæåíèå – è âû ïîëó÷èòå óäîâîëü-
ñòâèå.
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Àëãåáðà è
ãåîìåòðèÿ

êîìïëåêñíûõ
÷èñåë

À.ÊÀÍÓÍÍÈÊÎÂ

Ãåîìåòðèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

§5. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ
íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî

Êîãäà ÿ ó÷èëñÿ íà ïÿòîì êóðñå ìåõìàòà
ÌÃÓ, íàì ÷èòàëè ëåêöèè ïî ôèëîñîôèè
ìàòåìàòèêè. Íà îäíîé èç íèõ ëåêòîð ðàññêà-
çàë, êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ÷èñëàõ öàðÿò â
ôèëîñîôèè: «Ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë èìååò ÿñíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó
– ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà. Íî äåéñòâèÿ ñ
îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè (âðîäå «ìèíóñ íà
ìèíóñ – ïëþñ») è óæ òåì áîëåå ñ êîìïëåêñ-
íûìè – íå èìåþò íèêàêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
èëè ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, ýòî ïëîä ðàáîòû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçóìà». Íåñêîëüêî óäè-
âèâøèñü, ÿ ïîäîøåë âî âðåìÿ ïåðåðûâà ê
ëåêòîðó è îáúÿñíèë ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ ðàâåíñòâ �� �	 �� �	1 1 1� � ��  è 1i i�– �� �.
Íàñòàëà ëåêòîðó î÷åðåäü óäèâëÿòüñÿ...

9. Ïîïðîáóéòå è âû îáúÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ýòèõ ðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî ïî äàííîìó ÷èñëó

0z �x  îòìåòüòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà
–z è iz.

×èòàòåëü, âûïîëíèâøèé ýòî óïðàæíåíèå,
ïîíÿë ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî i . ×òîáû ïðîÿñíèòü, êàê ãåîìåòðè÷åñ-
êè ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå íà ëþáîå íåíóëå-
âîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, çàïèøåì åãî â
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå :

�� �	cos sinz z i�� �J �� �J .          (8)

Çäåñü ÷èñëî �J �• R  îïðåäåëåíî ïî ìîäóëþ
2�P; îíî íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì  ÷èñëà z
(ðèñ. 1).

Ïðèìåðû:

�v���� �� �	5 5 cos0 sin 0i�� �� ,

�v  �� �	2 2 cos sini� �� �P �� �P,

�v  
3 3

cos sin
2 2

i i
�P �P

� �� �� ,

�v  1 2 cos sin
4 4

i i
�P �P�¥ �´�� �� ���¦ �µ

�§ �¶
,

�v  �� �	 �� �	cos sin cos sini i�J � �J �� ��J �� ��J,

�v  sin cos cos sin
2 2

i i
�P �P�¥ �´ �¥ �´�J �� �J �� � �J �� � �J�¦ �µ �¦ �µ

�§ �¶ �§ �¶
.

10. Çàïèøèòå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

à) 3 i� ; á) �� �	1 2 3 i�� � ;

â) 1 cos sini�� �J �� �J ïðè cos 1�J �x � .

Çàìå÷àíèå . Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ( z = x + yi ) îòâå÷àåò
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü – àáñöèññà, ìíèìàÿ – îðäèíàòà), à
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ – ïîëÿðíîé (ìîäóëü | z|
– ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè z, àðãóìåíò �J  – åå
ïîëÿðíûé óãîë).

Î÷åâèäíî, óìíîæåíèå íà | z| – ýòî ãîìîòå-
òèÿ (ðàñòÿæåíèå) ñ êîýôôèöèåíòîì | z| ñ
öåíòðîì â íóëå. Ïåðåìíîæèì òåïåðü äâà
÷èñëà ñ ìîäóëåì 1:

�� �	 �� �	cos sin cos sini i�J �� �J �Y �� �Y ��

= �� �	
�� �	cos

cos cos sin sin

�J���Y

�J �Y � �J �Y ��
14444244443

+ �� �	
�� �	sin

cos sin sin cosi

�J���Y

�J �Y �� �J �Y
144444244444 3 . (9)

Òàêîå âïå÷àòëåíèå, áóäòî ôîðìóëû òðèãîíî-
ìåòðèè íàðî÷íî ïðèäóìàíû äëÿ ïåðåìíîæå-
íèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë! ×òî æ, ìîæíî è òàê
ñêàçàòü. Â ëþáîì ñëó÷àå, èìåííî íà âûêëàä-

Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî – â ïðåäûäóùåì íîìåðå
æóðíàëà.

Ðèñ. 1
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êå (9) îñíîâàíà òåñíàÿ ñâÿçü òðèãîíîìåòðèè
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, î êîòîðîé ìû ïèñàëè
â ñòàòüå «Ìàãèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë».

Òåîðåìà 1.  Ïðè âñåõ r > 0 è �J �• R
îòîáðàæåíèå �mC C , äåéñòâóþùåå ïî ôîð-
ìóëå

�� �	cos sinw r i w�J �� �Ja ,        (10)

ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé (â ëþáîì ïîðÿäêå) ãîìî-
òåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì r è ïîâîðîòà íà óãîë �J
ñ öåíòðàìè â íóëå.

Òåîðåìà ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà: äîñòàòî÷íî ðàñ-
ïèñàòü w  â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

�� �	cos sinw i�Y �� �Y  è âîñïîëüçîâàòüñÿ âûêëàäêîé
(9). Âïðî÷åì, îò òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà âïîëíå
ìîæåò îñòàòüñÿ ÷óâñòâî íåóäîâëåòâîðåííîñòè, âåäü
ìû ïðîñòî ñâåëè äåëî ê ôîðìóëàì òðèãîíîìåòðèè

�� �	
�� �	

cos cos cos sin sin ,

sin sin cos cos sin .

�J �� �Y �� �J �Y � �J �Y

�J �� �Y �� �J �Y �� �J �Y
  (11)

Õîòÿ îíè âõîäÿò â øêîëüíûå ó÷åáíèêè, ìû ïðè-
âåäåì èõ âûâîä, ïðè÷åì òåì ñïîñîáîì, êîòîðûé
ñ÷èòàåì íàèáîëåå êîíöåïòóàëüíûì è êîòîðûé
ïîëíîñòüþ ïðîÿñíÿåò ñâÿçü ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî êîñèíóñ è ñèíóñ äåéñòâèòåëüíî-
ãî ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðàç ÷åðåç ïîâîðîò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç �JR  ïîâîðîò íà óãîë �J  ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïóñòü
�� �	1 2,e e
r r

 – ïîëîæèòåëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ íà ïëîñêîñòè, ò.å. 1 2 1e e�� ��

r r
 è

�� �	2 1 2e e�P ��
r r

R . Ôóíêöèè cos, sin: �mR R  îïðåäå-
ëÿþòñÿ òàê:

�� �	1e�J
r

R = 1 2cos sine e�� �J �� �J
r r

.       (12)

ßñíî, ÷òî �� �	 �� �	�� �	1 2,e e�J �J
r r

R R  – ïîëîæèòåëüíûé îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ðàçëîæèì ïî íåìó âåê-

òîð (ðèñ.2):

�� �	 �� �	�� �	1 1e e�J�� �Y �Y �J�� ��
r r

R R R

�� �	 �� �	1 2cos sine e�J �J�� �Y �� �Y
r r

R R . (13)

Ïîñêîëüêó �� �	2 1,e e�
r r

 – ïîëîæèòåëüíûé îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ, òî

�� �	2e�J
r

R = �� �	2 1cos sine e�J �� � �J
r r

.    (14)

Ïîäñòàâèì òåïåðü (12) è (14) â ïðàâóþ ÷àñòü

ðàâåíñòâà (13):

�� �	 �� �	1 2 2 1cos cos sin sin cos sine e e e�Y �J �� �J �� �Y �J � �J ��
r r r r

�� �	1 cos cos sin sine�� �J �Y � �J �Y ��
r

�� �	2 cos sin sin cos .e�� �J �Y �� �J �Y
r

 (15)

Îñòàëîñü âñïîìíèòü ïðî ëåâóþ ÷àñòü (13), ðàâ-
íóþ �� �	 �� �	1 2cos sine e�J �� �Y �� �J �� �Y

r r
, è ïðèðàâíÿòü

êîýôôèöèåíòû ïðè 1e
r

 è 2e
r

. Ïîëó÷àòñÿ êàê ðàç
ôîðìóëû (11).

Çàìå÷àíèå . Ìèíóñ â ïåðâîé èç ôîðìóë (11) è

â åå ÷àñòíîì ñëó÷àå cos sin
2
�P�¥ �´�J �� �� � �J�¦ �µ

�§ �¶
 (ôîðìó-

ëå ïðèâåäåíèÿ) ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ïîâòîðíîì ïîâî-
ðîòå íà ïðÿìîé óãîë: 1 2 1e e e�

r r r
a a . Òàêèì îáðà-

çîì, ýòî òîò ñàìûé ìèíóñ èç ðàâåíñòâà 2 1i �� � !

Èç òåîðåìû 1 èëè, åñëè óãîäíî, èç âûêëàä-
êè (9) ñëåäóåò ôîðìóëà Ìóàâðà:

�� �	cos sin cos sinni n i n�J �� �J �� �J �� �J.    (16)

Ìû óæå ïèñàëè î íåé â «Ìàãèè êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë» (ñ.9), íî òîëüêî òåïåðü îíà ñòàëà
ïðîçðà÷íîé: ïîâåðíóòü n ðàç íà óãîë �J – âñå
ðàâíî ÷òî ïîâåðíóòü íà óãîë n�J .

11. Íàéäèòå âñå òàêèå n �• Z, ïðè êîòîðûõ

�� �	sin cos sin cosni n i n�J �� �J �� �J �� �J  äëÿ âñåõ �J �• R.
12. Ïðîåêöèÿ ïîëóîêðóæíîñòè íà îñü òàíãåí-

ñîâ.  Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ z �• C

1z z x�� �x �š �� �• R x i
z

x i
��

��
�

.

§6. Êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü çàãàäêîé, ìîæíî
ëè èçâëåêàòü êîðíè ëþáûõ ñòåïåíåé èç êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë è íå íóæíî ëè ïîýòîìó
÷èñëîâóþ ñèñòåìó ðàñøèðÿòü äàëüøå. Ýòî
ñòàëî ÿñíî ëèøü â íà÷àëå XVIII âåêà ñ
îòêðûòèåì Ìóàâðîì ôîðìóëû (16), ò.å. ñïó-
ñòÿ ïî÷òè äâà âåêà êàê ïîÿâèëèñü êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà è ïî÷òè âåê êàê èõ ñòàëè èçîáðà-
æàòü íà ïëîñêîñòè.

Íàïîìíèì, �[ �]| nn w z z w�� �� . ×òîáû íàé-
òè âñå êîðíè n-é ñòåïåíè èç íåíóëåâîãî ÷èñëà
w, çàïèøåì åãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîð-
ìå, �� �	cos sinw R i�� �Y �� �Y, è áóäåì èñêàòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ nz w��  òàêæå â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå, �� �	cos sinz r i�� �J �� �J . Ñ
ó÷åòîì ôîðìóëû (16) èìååì

nz w�� �š
�� �	 �� �	cos sin cos sinnr n i n R i�š �J �� �J �� �Y �� �Y �š

�š
,

,
2

2 , , .

n
n r R

r R
k

n k k k
n

�« ���« ���® �®�š�¬ �¬ �Y �� �P
�J �� �Y �� �P �• �J �� �•�®� �®

�
Z Z

Ðèñ. 2
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Ïîñêîëüêó óãîë �J ñ÷èòàåòñÿ ïî ìîäóëþ 2�P,
òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
çíà÷åíèÿìè k = 0, …, n – 1. Òàê ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2  (âòîðàÿ ôîðìóëà Ìóàâðà, 1707).
Äëÿ âñåõ R > 0 è �Y �•R  èìååì

�� �	cos sinn R i�Y �� �Y ��

= 
2 2

cos sinn k k
R i

n n

�« �Y �� �P �Y �� �P�¥ �´���¬ �¦ �µ
�§ �¶�

,

k = 0,..., n – 1
�º
�»
�¼
. (17)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðîâíî n êîðíåé
n-é ñòåïåíè èç w 0�x  – îíè ëåæàò íà
îêðóæíîñòè ðàäèóñà n w  è îáðàçóþò âåð-
øèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé
w = 1:

2 2
1 cos sin 0, , 1 .n k k

i k n
n n
�P �P�« �º

�� �� �� ��¬ �»
� �¼

K

 (18)

13. Ïðèìåð.  Ïóñòü 1 nA AK  – ïðàâèëüíûé
n-óãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì O. Äîêàæåì, ÷òî 1 0nOA OA�� �� ��

ruuuur uuuuur
K .

Ãåîìåòðè÷åñêè.  Ïîâåðíåì âñå âåêòîðû

kOA
uuuur

 íà óãîë 2 n�P  â îäíîì íàïðàâëåíèè
âîêðóã òî÷êè O, òîãäà èõ ñóììà, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ïîâåðíåòñÿ íà òîò æå óãîë, à ñ
äðóãîé – íå èçìåíèòñÿ (âåêòîðû ïåðåéäóò
äðóã â äðóãà), çíà÷èò, ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ.
(Ýòî ðåøåíèå çàäà÷è 5 èç «Ìàãèè êîìïëåê-
ñíûõ ÷èñåë».)

Àëãåáðàè÷åñêè (òî æå ðàññóæäåíèå). Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîñêîñòü êîìïëåêñíàÿ è ÷òî

�[ �]1, , 1n
nA A ��K . Îáîçíà÷èì 

2
cos

n
�P

�E �� ��

2
sini

n
�P

��  è 11 nS ��� �� �E �� �� �EK . Íàäî äîêà-

çàòü, ÷òî S = 0. Ïðè óìíîæåíèè ñóììû S íà
�E âñå ñëàãàåìûå ñäâèãàþòñÿ ïî öèêëó, ïîýòî-
ìó S S�E �� , îòêóäà S = 0.

Äðóãîå îáúÿñíåíèå.  Ìû çíàåì, ÷òî

�� �	 �� �	 �� �	11 1n nz z z z �� �� � � �E � �EK . Ïðè ðàñ-

êðûòèè ñêîáîê êîýôôèöèåíò ïðè 1nz �  ðàâåí
–S. Íî â äâó÷ëåíå 1nz �  îí ðàâåí íóëþ.
Çíà÷èò, S = 0.

14. à) Äîêàæèòå: 
�� �	,

1 1 1
m nm n ��I . á) Âû÷èñ-

ëèòå 1 1m n� �I .

Ðàçáåðåì ïóíêò à).

I ñïîñîá.  ßñíî, ÷òî 
�� �	,

1 1 1
m n m n�Œ I . Îáðàòíî,

ïóñòü 1 1m n�A �• I , ò.å. 1m n�A �� �A �� . Ïî àëãîðèò-
ìó Åâêëèäà, �� �	,m n um vn�� ��  äëÿ íåêîòîðûõ

,u v �• Z . Îòñþäà

�� �	 �� �	 �� �	, 1
u vm n um vn m n���A �� �A �� �A �A ��.

II ñïîñîá  (äëÿ çíàêîìûõ ñ ÍÎÄ è àëãîðèòìîì
Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ). Äîêàæåì èíäóêöè-
åé ïî m + n  ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå:

�� �	 �� �	,1, 1 1m nm nx x x� � �� � . Åñëè m + n = 2, ò.å.
m = n = 1, òî ýòî î÷åâèäíî. Øàã èíäóêöèè ïðè
m n�r :

�� �	 �� �	1, 1 , 1m n m n nx x x x x� � �� � � ��

= �� �	 �� �	 �� �	, ,1, 1 1 1m n n m nm n nx x x x�� � � �� � �� � .

15. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ íàä C : à) 8 7z z�� ;

á) 
55z z�� ; â) �� �	221 n nz z z z�� �� �� �� ��K  äëÿ âñåõ

n �• N ; ã) �� �	�� �	2 21 1m nz z z z z z�� �� �� �� �� �� ��K K
2

2 21
m n

z z z
���¥ �´

�¦ �µ�� �� �� ��
�¦ �µ
�§ �¶

K  äëÿ âñåõ ,m n �• N  îäíîé

÷åòíîñòè, m < n.

à) Ðåøåíèå.  Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 8 7z z�� ,

îòêóäà |z| = 0 èëè |z| = 1. Îòìåòèì, ÷òî z = 0 –

êîðåíü. Ïðè | z| = 1 ïóñòü arg z�J �� . Òîãäà

 8 7 8 7 2z z k�� �š �J �� � �J �� �P , k �• Z .

Îòâåò:  z = 0, 
2 2

cos sin
15 15

k k
i

�P �P
�� , k = 0, …, 14.

16. Ðåøèòå óðàâíåíèå

�� �	1
cos cos2 cos 3 0 .

2
x x x x�� �� �� �� �• R

17. Êàê ñâÿçàíû ìíîæåñòâà �� �	, ,�� �Œ �‰ äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî z �• C  è ,m n �• N: à) mn mz  è n z;

á) �� �	mn z  è n mz .

18.  Äîêàæèòå, ÷òî �� �	1 1 1 , 1m n mn m n�� �š �� .

19. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 
2
2

i
i

��
�

 êîðíåì èç åäè-
íèöû?

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, íàñêîëü-
êî ïîëåçíûìè ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïðè
ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Íî ñíà÷àëà –
íåáîëüøîé òåñò.

20. Îòìåòüòå íà ñëåäóþùèõ êàðòèíêàõ (ðèñ.3)
óêàçàííûå ÷èñëà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåé-
êè. Âñþäó íàðèñîâàíà åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü.
Ïîäóìàéòå, â êàêèõ ïóíêòàõ ìîæíî îáîéòèñü
áåç íåå.
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§7. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ãåîìåòðèÿ
ïîìîãàþò äðóã äðóãó

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ óñïåõîì ïðèìåíÿþò-
ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ è,
íàîáîðîò, ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ î êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñëàõ äîêàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè.
Íàïðèìåð, èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ìîäó-
ëÿ |z – w | êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè z è
w ñëåäóþò íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
(ðèñ.4):

,z w z w z w z w�� �b �� � �b � .

Ïðèìåð ïîìîùè â äðóãóþ ñòîðîíó – ðàâåí-
ñòâî ïàðàëëåëîãðàììà : ñóììà êâàäðàòîâ äè-
àãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàä-
ðàòîâ åãî ñòîðîí. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü àëãåá-
ðàè÷åñêè, çàïèñàâ â âèäå ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî
òîæäåñòâà (ðèñ.5):

2 2 2 22 2z w z w z w�� �� � �� �� .

Ãåîìåòðè÷åñêè ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàì-
ìà âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû êîñèíóñîâ, êîòî-
ðóþ, êñòàòè, òîæå ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëü-
çóÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà (ñì., íàïðèìåð, [2,
ñ.14]; ñïèñîê ëèòåðàòóðû äàí â ïðåäûäóùåì
íîìåðå). Äðóãîå åå âàæíîå äîêàçàòåëüñòâî

îïèðàåòñÿ íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå :

�� �	 �� �	2 , ,AC AC AC AB BC AB BC�� �� �� �� ��
uuuur uuuur uuur uuur uuur uuur

= �� �	 �� �	 �� �	, 2 , ,AB AB AB BC BC BC�� �� ��
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

= �� �	2 2 2 ,AB BC BA BC�� � ��
uuur uuur

2 2 2 cosAB BC AB BC B�� �� � �– �• .

Â êîîðäèíàòàõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ �� �	,x y  è �� �	,u v  âûðàæàåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå xu + yv  (â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçè-
ñå!). Íà êîìïëåêñíîì ÿçûêå, z = x + yi , w =
= u + iv , ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü òàê:

�� �	, Rez w xu yv�� �� �� ( zw),

â ÷àñòíîñòè,

�� �	, 0z w z w zw i�> �š �� �š �• R.    (19)

Âñå ïóíêòû ñëåäóþùåé çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü
÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêè, áåç âûêëàäîê.

21. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíî-
æåñòâà òî÷åê z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

à) |z + 2| = |z – i |; á) 1 2z i� � �� ;

â) |z – i | + |z + i | = 2; ã) 2z �• R ; ä) 3z i�• R .
Â ïóíêòå à) ìîæíî, êîíå÷íî, âîçâåñòè óðàâíåíèå
â êâàäðàò, çàïèñàòü z = x + yi ,  ñîêðàòèòü 2 2x y��
è ïðèéòè ê óðàâíåíèþ ïðÿìîé. À âîò óñòíîå
ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå: òî÷êà z ðàâíîóäàëåíà îò
òî÷åê –2 è i , åñëè è òîëüêî åñëè îíà ëåæèò íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó ñ êîíöàìè
–2, i .

22. Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïîëîæåíèå
÷èñåë 1, , kz z �•K C  ñ óñëîâèÿìè 1 0kz z�� �� ��K ,

1 0kz z�� �� �xK  äëÿ à) k = 3; á) k = 4.

Âîò íåñêîëüêî àôôèííûõ  ìèíèàòþð â êàð-
òèíêàõ – â íèõ íåò óãëîâ è íåâàæíî ïîëîæå-
íèå íà÷àëà êîîðäèíàò.

gÐèñóíîê 6, à èëëþñòðèðóåò «ïðàâèëî
ðû÷àãà», ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî íà ðèñóíêå 6, á

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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íàéäåí öåíòð ìàññ òðåóãîëüíèêà – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí.

gÍà ðèñóíêå 7 äëÿ çàäàííûõ , ,a b c �• C
èçîáðàæåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê

a b c�L �� �M �� �N â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ ÷è-
ñåë , ,�L �M �N �•R , ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì

1�L �� �M �� �N ��.
«Õîòåëîñü áû áîëüøå ïðèìåðîâ ïî ãåîìåò-

ðèè, â êîòîðûõ ïîëüçà îò êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
áîëåå îùóòèìà. Ïîêà ïðèâåäåííûå ïðèìåðû
ìîæíî ðåøèòü âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè.
Ãäå æå ñïåöèôèêà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?» –
ìîæåò ñïðîñèòü ÷èòàòåëü. Ñîãëàñèâøèñü ñ
ýòèì ðåçîííûì çàìå÷àíèåì, ïåðåéäåì îò óï-
ðàæíåíèé äëÿ ðàçìèíêè ê ñîäåðæàòåëüíûì
òåîðåìàì è çàäà÷àì, ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà
óæå ïî ñóùåñòâó.

Îäíî èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë â òîì, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ óäîáíî
îïåðèðîâàòü ñ óãëàìè íàïðÿìóþ , à íå ïî-
ñðåäñòâîì òåîðåìû êîñèíóñîâ èëè ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðûå ïîðîé ïðèâîäÿò ê
íåîïðàâäàííî ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. Êîí-
êðåòíî, óãëû âîçíèêàþò êàê àðãóìåíòû êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.

gßñíî, ÷òî arg
z
w

äëÿ , 0z w �x  – ýòî
âåëè÷èíà îðèåíòè-
ðîâàííîãî óãëà wOz
(ðèñ.8).

gÁîëåå îáùî,

arg
c b
a b

�
�

 äëÿ a �x

b c a�x �x �x  – ýòî
âåëè÷èíà óãëà abc.

gÊàê ñëåäñòâèå, ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b, c
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà arg
c b
a b

�
�• �P

�
Z , ò.å. êîãäà ïðîñòîå îò-

íîøåíèå òðåõ òî÷åê  
c b
a b

�
�

 äåéñòâèòåëüíî.

gÄðóãîå ñëåäñòâèå: ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b,
c, d ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà îäíîé
îêðóæíîñòè â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà èõ äâîé-
íîå îòíîøåíèå

�; �=, , , :
c a c b

a b c d
d a d b

� �
��

� �
äåéñòâèòåëüíî. (Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

àðãóìåíòû îòíîøåíèé 
c a
d a

�
�

 è 
c b
d b

�
�

 ëèáî

ðàâíû, ëèáî îòëè÷àþòñÿ íà �P (ðèñ.9). Â ýòîì
– ãëàâíàÿ èäåÿ. Ïðîâåäèòå àêêóðàòíîå ðàñ-
ñóæäåíèå, íå çàáûâ îá îðèåíòàöèè óãëîâ.)

Ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ëåãêî
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [2]).

23. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ . Ïðîèçâåäåíèå äè-
àãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà íå áîëüøå ñóì-
ìû ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òî÷-
íîñòè äëÿ âïèñàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

24. Äîêàæèòå ôîðìóëû äëÿ òî÷êè z ïî
ðèñóíêàì 10, à è 10, á.

Çàäà÷à 24 à ïîìîãàåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10
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25. Òåîðåìà Íüþòîíà  [2, ñ.14]. Öåíòð
îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà îêðóæ-
íîñòè è ñåðåäèíû åãî äèàãîíàëåé ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

À íà çàäà÷å 24 á è ïðîñòîì îòíîøåíèè òðåõ
òî÷åê îñíîâàíî êîðîòêîå êîìïëåêñíîå äîêà-
çàòåëüñòâî ñëåäóþùåé çíàìåíèòîé òåîðåìû
ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

26. Òåîðåìà Ïàñêàëÿ.  Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû âïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà, ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Âîò ÷òî ïèøóò àâòîðû [4, ñ.24], ãäå âû ñìîæåòå
íàéòè ýòè è äðóãèå èìåíèòûå òåîðåìû (î ïðÿìûõ
Ýéëåðà è Ãàóññà): «Êàêîå áëèñòàòåëüíîå ñîçâåç-
äèå èìåí, êàêîå âåëèêîëåïíîå ñîáðàíèå ãåîìåòðè-
÷åñêèõ øåäåâðîâ!» À âåäü êëþ÷è ê ýòèì øåäåâðàì
óìåùàþòñÿ íà ðèñóíêàõ 8–10.

Åùå îäíî âàæíîå ïðåèìóùåñòâî êîìïëåê-
ñíûõ ÷èñåë: ñ èõ ïîìîùüþ óäîáíî çàïèñû-
âàòü äâèæåíèÿ è, áîëåå îáùî, ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïîäîáèÿ, òàê ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ñîáåðåì îñíîâíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ â àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé
ñëîâàðèê (ñì. òàáëèöó è ðèñ.11):

Íàèáîëåå ÿðêî ñïåöèôèêà êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ïðîÿâëÿåòñÿ èìåííî ïðè çàïèñè ïîâî-
ðîòîâ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà íåñêîëüêèõ
êëàññè÷åñêèõ ôàêòàõ î ïðàâèëüíîì òðå-

óãîëüíèêå. Îáîçíà÷èì 31 3
1

2
i� ��

�E �� �• .

27. Êðèòåðèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
Ïóñòü ÷èñëà , ,a b c �• C  ðàçëè÷íû. Òîãäà

abc�$  ïðàâèëüíûé  
2

2

0,

0.

a b c

a b c

�¨ �� �E �� �E ��
�š �©

�� �E �� �E ���©�ª
 (20)

Êàêîé èç äâóõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî, çàâè-
ñèò îò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà âåðøèí abc�$  è
ïîíÿòíî èç òðåóãîëüíèêà 3 1  (ðèñ.12).

Äîêàçàòåëüñòâî.  Òðåóãîëüíèê abc ïðà-
âèëüíûé �š  âåêòîð ba

uur
 ïîëó÷àåòñÿ èç âåê-

òîðà bc
uur

 ïîâîðîòîì âîêðóã òî÷êè b íà
óãîë �� �	23 a b c b�p�p �P �š � �� ��E �  (òàê êàê

2 cos sin
3 3

i
�P �P

��E �� �� ). Îòñþäà ïîëó÷àåì êðè-

òåðèé (20).

28. Òåîðåìà Íàïîëåîíà.  Åñëè íà ñòîðî-
íàõ òðåóãîëüíèêà ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíèêè (âñå òðè – ëèáî íàðóæó, ëèáî
âíóòðü), òî èõ öåíòðû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíà-
ìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü ïðàâèëüíûå òðå-
óãîëüíèêè ïîñòðîåíû íàðóæó (ðèñ.13). Èõ
òðåòüè âåðøèíû íàõîäÿòñÿ èç (20), à öåíòðû
– çàòåì èç ðèñóíêà 6, á. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî ýòè öåíòðû óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ
(20). Ñëó÷àé òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ
âíóòðü, àíàëîãè÷åí.

29. Òåîðåìà Ïîìïåþ.  Ïóñòü ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü, íà
ìåíüøåé äóãå BC êîòîðîé âçÿòà òî÷êà M
(ðèñ.14,à). Òîãäà MA = MB + MC .

Ïóñòü  A = 1, B �� �E, 2C �� �E �� �E. Òî÷êà M

èìååò âèä cos sinz i�� �J �� �J, ãäå 
2 4

;
3 3
�P �P�¨ �·�J �• �© �¸�ª �¹

.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 1z z z�E �E- = - + - .
Îáîçíà÷èâ cosc �� �J, sins �� �J, ïðåîáðàçóåì:

z z a��a ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð a

�� �	cos sinz i z�J �� �Ja ïîâîðîò íà óãîë �J âîêðóã íóëÿ

�� �	0z kz k�x �•a R öåíòðàëüíàÿ ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì k

z za ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Çàäà÷è
ïî ôèçèêå –

ñìûñë óñëîâèé
Ë.ÀØÊÈÍÀÇÈ

Ï ÎÄÀÂËßÞÙÅÅ ÁÎËÜØÈÍÑÒÂÎ ØÊÎËÜ-
íûõ çàäà÷ ïî ôèçèêå, â òîì ÷èñëå çàäà÷

ÅÃÝ, ïîäðàçóìåâàþò îäíîçíà÷íóþ ôîðìó-
ëèðîâêó, ÷åòêî îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà îáúåê-

2 2 2 3 2 3c c s c s� �� �� � �� �� � �š

�� �	 �� �	2 22 2 2 2 2 2 3c c c s�š � �� �� �� �� � �š

�� �	22 4 4 1 2 2 1 2 1 0c c c c�š �� �� �� � �� �š �� �b ,

÷òî êàê ðàç âûïîëíÿåòñÿ ïðè
2 4

;
3 3
�P �P�¨ �·�J �• �© �¸�ª �¹

.

30. Äîêàæèòå îáîáùåííóþ òåîðåìó Ïîì-
ïåþ  (ðèñ.14, á). Çàíóìåðóåì âåðøèíû ïðà-
âèëüíîãî �� �	2 1n �� -óãîëüíèêà òàê:

0n nA A A� K K  è âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó M  íà ìåíüøåé äóãå n nA A� . Òîãäà ñóììà
ðàññòîÿíèé îò M  äî âåðøèí ñ ÷åòíûìè íîìå-
ðàìè òàêàÿ æå, êàê è äî âåðøèí ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè.

Ãåîìåòðè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Ïîìïåþ è åå îáîáùåíèÿ âû ìîæåòå ïðî÷èòàòü
â ñòàòüÿõ Ì.Ãîðåëîâà è Å.Áàêàåâà â «Êâàí-
òå» ¹1 çà 2017 ãîä (ñ.33 è 39).

Â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â çàäà÷àõ ïî ãåîìåòðèè –
òåìà íåîáúÿòíàÿ. Ìû ïðèâåëè íåáîëüøóþ
ïîäáîðêó ðàáî÷èõ èíñòðóìåíòîâ è ÿðêèõ
ôàêòîâ. Áîëüøå ìàòåðèàëà âû ìîæåòå íàéòè,
íàïðèìåð, â êíèãå [3] è öèòèðîâàííîé òàì
ëèòåðàòóðå.

Ðèñ. 13

òîâ, êàê ïðàâèëî – îäèí âàðèàíò ðåøåíèÿ
(õîòÿ íå êàðàþòñÿ è àëüòåðíàòèâíûå ñïîñî-
áû) è îäèí îòâåò â âèäå ôîðìóëû èëè (÷àùå)
ôîðìóëû è ÷èñëà.

Îäíàêî áûâàþò òàê íàçûâàåìûå êà÷åñòâåí-
íûå çàäà÷è, â êîòîðûõ íàäî ïîíÿòü, êàêèå
ïðîöåññû èìåþò çíà÷åíèå â êîíêðåòíîé ñèòó-
àöèè, èíîãäà óêàçàòü íàïðàâëåíèå èçìåíå-
íèÿ òîé èëè èíîé âåëè÷èíû èëè ïðåäñêàçàòü
êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Åñòü ñáîðíèêè òàêèõ
çàäà÷, íàïðèìåð:

Ñ.Â.Êîíîâàëèõèí . Ñáîðíèê êà÷åñòâåííûõ
çàäà÷ ïî ôèçèêå,

À.Â.Àãàíîâ, Ð.Ê.Ñàôèóëëèí, À.È.Ñêâîð-
öîâ, Ä.À.Òàþðñêèé.  Ôèçèêà âîêðóã íàñ.

Ðèñ. 14

Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À



Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À 35
Ôðàçû, ðàçðåøàþùèå ïðèìåíèòü òîò èëè

èíîé çàêîí, è ÷òî äåëàòü, åñëè èõ íåò

Ëþáîé ôèçè÷åñêèé çàêîí ñîáëþäàåòñÿ ïðè
íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ è ñ íåêîòîðîé òî÷íîñ-
òüþ, ïîñêîëüêó îí ëèáî óñòàíîâëåí ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî, à òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòà âñåãäà
îãðàíè÷åíà, ëèáî âûâåäåí èç êàêèõ-òî äðó-
ãèõ çàêîíîâ, êîòîðûå óñòàíîâëåíû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî. Èíîãäà ýòè îãðàíè÷åíèÿ â ó÷åá-
íèêàõ îãîâàðèâàþò, òî÷íîñòü æå îãîâàðèâà-
þò ñóùåñòâåííî ðåæå (è ýòî ñòðàííî, ïîòîìó
÷òî îãðàíè÷åíèÿ è òî÷íîñòü – âåùè ñâÿçàí-
íûå). Ïðèâîäÿ, íàïðèìåð, çàêîí ãðàâèòà-
öèè, ìîæíî ïîòðåáîâàòü òî÷å÷íîñòè ìàññ, íî
òàêèõ ìàññ íå áûâàåò; ëó÷øå óêàçàòü, ÷òî
ïðè òàêèõ-òî îòíîøåíèÿõ ðàçìåðà ìàññ ê
ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè òî÷íîñòü íå õóæå
òàêîé-òî, ïðè÷åì èìåííî â äàííîì ñëó÷àå.
Ïðîäåëàòü æå ýòó ïðîöåäóðó ñ ôîðìóëîé äëÿ
åìêîñòè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ñóùåñòâåííî
ñëîæíåå. Ïðè ýòîì â çàäà÷àõ ñàìè óñëîâèÿ
ïðèìåíåíèÿ çàêîíà ìîãóò è íå íàçûâàòüñÿ –
âû âñå ðàâíî âûíóæäåíû ýòè óñëîâèÿ ïðè-
íÿòü, ïîòîìó ÷òî èíà÷å íåò çàêîíà è íåò
ðåøåííîé çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíî ñîçäàíèå òàêîé
çàäà÷è, êîãäà ýòî íåÿâíîå, íî íåèçáåæíîå
óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ âíóòðè íåå ñàìîé.
Íàïðèìåð, òðåáîâàíèå âû÷èñëèòü ñèëó âçà-
èìîäåéñòâèÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ïðîâîäÿùèõ
øàðîâ èçâåñòíîãî äèàìåòðà âûíóæäàåò âàñ
ïðèíÿòü íåêîòîðîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò âàì ðåøèòü äðóãóþ ÷àñòü çàäà÷è –
ñêàæåì, âû÷èñëèòü íàãðåâ îäíîãî èç øàðîâ
ðàâíîìåðíûì âî âñå ñòîðîíû òåïëîâûì èç-
ëó÷åíèåì äðóãîãî øàðà. (Íî ýòî, êîíå÷íî,
ýêçîòèêà.)

Âîò ïðèìåðû, êîãäà ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è
ðàçðåøàåò ïðèìåíåíèå çàêîíà:
•  òî÷å÷íûå çàðÿäû  – çàêîí Êóëîíà, óðàâíå-

íèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè è ïîòåíöèàëà ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ,

• òî÷å÷íàÿ ìàññà  – çàêîí âñåìèðíîãî òÿãî-
òåíèÿ,

• òîíêèé áåñêîíå÷íûé ïðÿìîëèíåéíûé ïðî-
âîäíèê ñ òîêîì  – ôîðìóëà äëÿ èíäóêöèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå,

• èäåàëüíûé ãàç – óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäå-
àëüíîãî ãàçà, çàêîí Äàëüòîíà,

• àáñîëþòíî óïðóãèé, àáñîëþòíî íåóïðó-
ãèé óäàð – çàêîíû ñîõðàíåíèÿ,

• èäåàëüíàÿ òåïëîâàÿ ìàøèíà  – ôîðìóëà
äëÿ ÊÏÄ öèêëà,

Øêîëüíèêè, âîñïèòàííûå îäíîçíà÷íîé
øêîëüíîé ôèçèêîé, êà÷åñòâåííûõ çàäà÷ ïî-
áàèâàþòñÿ. Ðåàëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå ðå-
øàþò ôèçèêè, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà-
÷èíàþòñÿ ñ ðàçìûøëåíèÿ î òîì, êàêèå ïðî-
öåññû èãðàþò ðîëü â äàííîé ñèòóàöèè. Ëèáî
ïðîáëåìû ñ ïðîöåññàìè è èõ âçàèìîäåé-
ñòâèåì âîçíèêàþò â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ïîýòîìó íåêîòîðûå èç êà÷åñòâåííûõ çàäà÷
ïîõîæè íà ðåàëüíûå, íî ñàìî íàçâàíèå «êà-
÷åñòâåííûå» óùåðáíî – îíî íàìåêàåò, ÷òî
ñåðüåçíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü ñòðîèòü
íå íàäî.

Ìåæäó òåì, åñòü çàäà÷íèêè, â êîòîðûõ
ñîáðàíû èìåííî íàòóðàëüíûå ôèçè÷åñêèå
çàäà÷è (âñå ýòè êíèãè ìîæíî íàéòè â èí-
òåðíåòå):

Äæ.Óîêåð.  Ôèçè÷åñêèé ôåéåðâåðê (ñì.
òàêæå æóðíàë «Â ìèðå íàóêè» çà 1983–
1993 ãîäû, ðàçäåë «Íàóêà âîêðóã íàñ»),

Çàäà÷è Ï.Ë.Êàïèöû (íàèáîëåå ïîëíàÿ
ïîäáîðêà òóò: http://vivovoco.astronet.ru/
V V / P A P E R S / K A P I T Z A /
KAPQUEST.HTM),

Ë.Ã.Àñëàìàçîâ, È.Ø.Ñëîáîäåöêèé.  Çàäà-
÷è ïî ôèçèêå è íå òîëüêî,

Ï.Â.Ìàêîâåöêèé.  Ñìîòðè â êîðåíü!
Ý.Â.Êîëîòóõèí.  Àòòðàêöèîí ïðèðîäû è

ðàçóìà,
Â.Â.Êàøêàðîâ.  Òðàìâàé ãëàçàìè ôèçè-

êà,
À.Ï.Êóçíåöîâ, Ñ.Ï.Êóçíåöîâ, Ë.À.Ìåëü-

íèêîâ.  Ôèçè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ íàó÷íûõ ðà-
áîòíèêîâ ìëàäøåãî âîçðàñòà,

Ì.Å.Ïåðåëüìàí.  À ïî÷åìó ýòî òàê?

Íàòóðàëüíûå çàäà÷è èçðåäêà âñòðå÷àþò-
ñÿ â îáû÷íûõ çàäà÷íèêàõ, íåìíîãî ÷àùå –
â ñáîðíèêàõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ (http://
turlom.olimpiada.ru/; http://
olympiads.mccme.ru/turlom/2015/inf.html;
http://konkurs2016.turlom.info/), à òàê-
æå â êîëëåêöèè çàäà÷ æóðíàëà «Êâàíò»
(http://kvant.mccme.ru/rub/7B.htm).

Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê îáû÷íûì øêîëüíûì
çàäà÷àì. Ïîñêîëüêó â îñíîâàíèè ôèçè÷åñ-
êèõ çàäà÷ ëåæèò æèçíåííàÿ ñèòóàöèÿ, òî
ïðè çàïèñè óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ è ôîð-
ìàëüíûé ôèçè÷åñêèé, è áûòîâîé ÿçûê. È
âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ïåðåâåñòè íà ÿçûê
óðàâíåíèé ýòó áûòîâóþ ÷àñòü? Ñèòóàöèè
áûâàþò íåñêîëüêèõ òèïîâ. Âîò íåêîòîðûå
èç íèõ.
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• òîíêàÿ ëèíçà – ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìó-
ëà è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèé.
Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ëþáîìó ôèçè÷åñêîìó

çàêîíó ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿ åãî ïðèìåíè-
ìîñòè, èíîãäà îíè â øêîëå îãîâàðèâàþòñÿ,
èíîãäà íåò. À èíîãäà îãîâîðèòü èõ âåñüìà
òðóäíî, ïîòîìó ÷òî çàêîí îïèðàåòñÿ íà ãëó-
áèííûå îñíîâû íàøåãî ìèðà (íàïðèìåð,
ýêâèâàëåíòíîñòü òÿæåëîé è èíåðòíîé ìàññ).
Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå çàêîíû ìû ïðèìåíÿåì,
íå îãîâàðèâàÿ óñëîâèé, ïðè÷åì íàõîæäåíèå
òàêèõ óñëîâèé ñàìî âïîëíå ìîæåò ñòàòü
çàäà÷åé. Íàïðèìåð: íàçâàòü ÷åòûðå óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ñîáëþäàåòñÿ çàêîí Îìà, èëè
íàçâàòü äâà óñëîâèÿ (êðîìå óñëîâèé èäåàëü-
íîñòè è íå ñëèøêîì íèçêîé òåìïåðàòóðû),
ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòî-
ÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà.

Ôðàçû, ïîçâîëÿþùèå íå ó÷èòûâàòü
ïàðàìåòð, êîòîðûé ìû ìîãëè áû ó÷åñòü

×àùå âñåãî ýòî ðàçðåøåíèå ÷åì-òî ïðåíåá-
ðå÷ü. Âîò ïðèìåðû:
• êàòèòñÿ òåëåæêà  – ñèëà òðåíèÿ ðàâíà

íóëþ,
• ÷òî-òî ñêîëüçèò ïî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

– ñèëà òðåíèÿ ðàâíà íóëþ,
• ïðîöåññ áûñòðûé  – áåç òåïëîîáìåíà ñ

âíåøíèì ìèðîì,
• êàëîðèìåòð – ïðîöåññ áåç òåïëîîáìåíà ñ

âíåøíèì ìèðîì,
• óäàð – ïåðåìåùåíèå òåë è ðàáîòà âíå-

øíèõ ñèë çà âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâ-
íû íóëþ,

• áëîê áåç òðåíèÿ  – êàñàòåëüíàÿ ñèëà äëÿ
âåðåâêè ðàâíà íóëþ,

• âåðåâêà, íèòü, òðîñ  – íåðàñòÿæèìûå, íå-
âåñîìûå, èõ ïîïåðå÷íàÿ æåñòêîñòü ðàâíà
íóëþ,

• îïîðà  – äåôîðìàöèÿ ðàâíà íóëþ,
• ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäîâ è êàòóøåê îò-

ñóòñòâóåò  – ó÷åò òîëüêî ñîïðîòèâëåíèé
ðåçèñòîðîâ â ñõåìå,

• äèýëåêòðèê – íåò ïåðåíîñà çàðÿäà,
• âîëüòìåòð  – òîê ÷åðåç íåãî ðàâåí íóëþ,
• àìïåðìåòð  – ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà íåì

ðàâíî íóëþ,
• ëåãêàÿ (íàïðèìåð, îáîëî÷êà âîçäóøíîãî

øàðà) – ìàññà ðàâíà íóëþ,
• ìÿãêàÿ îáîëî÷êà  (èëè îáîëî÷êà ñ îòâåð-

ñòèåì) – äàâëåíèÿ âíóòðè è ñíàðóæè
ðàâíû,

• æåñòêàÿ îáîëî÷êà  – îáúåì ïîñòîÿíåí,

• òîíêèé öèëèíäð, îáðó÷  – ìîìåíò èíåðöèè
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìàññû íà êâàäðàò ðà-
äèóñà,

• ïîðøåíü áåç òðåíèÿ – äàâëåíèÿ ñ ðàçíûõ
ñòîðîí îäèíàêîâû,

• ïåðåãîðîäêà èëè òîíêàÿ òðóáêà  – èõ
îáúåì ðàâåí íóëþ.
Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ôðàç ýòîãî òèïà

ïðèâåäåíû â ñòàòüå Ì.Áîíäàðîâà «Â íà÷àëå
áûëî ñëîâî…» (æóðíàë «Êâàíò», 2016, ¹5–
6, ñ.53, òàáëèöà «ñêðûòîãî ñìûñëà»). Àíà-
ëèç ïðàâîìåðíîñòè íåêîòîðûõ èç ýòèõ ïðåä-
ïîëîæåíèé ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé
çàäà÷åé – íàïðèìåð, ïîïðîáóéòå îïðåäå-
ëèòü, êàê íàïðàâëåíà ñèëà òðåíèÿ êà÷åíèÿ.
Ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà ýòè åñòåñòâåí-
íûå â øêîëå ïðåäïîëîæåíèÿ íàðóøàþòñÿ,
íî ýòî îãîâàðèâàåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ çàäà-
÷è: íàïðèìåð, ïðåäëàãàåòñÿ âîëüòìåòð è
àìïåðìåòð íå ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè èëè «òîí-
êàÿ ïåðåãîðîäêà» òðàêòóåòñÿ êàê ðàâåíñòâî
òåìïåðàòóð ãàçà ïî åå ñòîðîíû (îòñóòñòâèå
òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ). Êñòàòè, ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ìíîãî çàäà÷ òàêîãî òèïà,
êîãäà îïèñûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ è ñïðàøèâàåò-
ñÿ, íàðóøåíèå êàêîãî îáû÷íîãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ ìîãëî ýòî ïîâëå÷ü.

Ýòî âñå ñèòóàöèè, êîãäà ïàðàìåòð ìû ìîã-
ëè áû è ó÷åñòü. Íî åñòü ñèòóàöèè, êîãäà äåëî
îáñòîèò èíà÷å.

Ôðàçû, ïîçâîëÿþùèå íå ó÷èòûâàòü
ïàðàìåòð, êîòîðûé ìû ó÷åñòü íå ìîæåì,

ðàçâå ÷òî öåíîé ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ
ìîäåëè

Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû:
• âûêëþ÷àòåëü çàìûêàåòñÿ, ðàçìûêàåòñÿ

– âðåìÿ êîììóòàöèè íîëü, ïåðåõîä ýíåð-
ãèè â òåïëî è èçëó÷åíèå îòñóòñòâóåò, òîê
÷åðåç ðàçîìêíóòûé âûêëþ÷àòåëü è ïàäå-
íèå íàïðÿæåíèÿ íà çàìêíóòîì ðàâíû íóëþ,

• ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ ñî ñòîðîíû âîç-
äóõà îòñóòñòâóåò  – ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèëà ðàâíà íóëþ; íî âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à
îöåíêè ýòîé ñèëû èëè ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷è-
òàòü ýòó ñèëó ïîñòîÿííîé (ò.å. êàê ïðè
ñóõîì òðåíèè, äà åùå â ïðîñòåéøåé åãî
ìîäåëè),

• …ïàäàåò ñ áîëüøîé âûñîòû  – ñêîðîñòü
ñòàáèëèçèðîâàëàñü,

• òðåíèå  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ íå çàâèñèò
îò ñêîðîñòè è ïëîùàäè îïîðû (ò.å. îò
äàâëåíèÿ),
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• ôîòî - è òåðìîýìèññèÿ  – íå ó÷èòûâàåòñÿ
ýíåðãèÿ, êîòîðóþ ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñ-
òè èìåþò â ìåòàëëå,

• ïðîâîäà  – íå ó÷èòûâàåòñÿ èõ åìêîñòü è
èíäóêòèâíîñòü.
È âîîáùå, ëþáàÿ âåëè÷èíà, óêàçàííàÿ êàê

ïàðàìåòð – íàïðèìåð äàâëåíèå àòìîñôåðû,
ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ãðàâèòàöèÿ è òàê äà-
ëåå, ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, â ÷àñòíîñòè íå
çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, åñëè íå
óêàçàíî èíîå. Îòñþäà ìîãóò ïðîèñòåêàòü
ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âíóò-
ðè ýòîé æå çàäà÷è – ê ïðèìåðó, åñëè ñêàçàíî,
÷òî òåëî äâèæåòñÿ ñ òàêîé-òî ñêîðîñòüþ, òî
ýòî çíà÷èò, ÷òî ëèáî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ,
ëèáî äàâëåíèå íà îïîðó ðàâíû íóëþ, ÷òî
ìîæåò èìåòü ñâîå ñëåäñòâèå è ïîçâîëèòü
ðåøèòü äðóãóþ ÷àñòü çàäà÷è. (Íî ýòî, êîíå÷-
íî, ýêçîòèêà.)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âåëè÷èíà, êîòî-
ðàÿ â çàäà÷àõ îäíîãî òèïà òðàäèöèîííî
ïðèíèìàåòñÿ ïîñòîÿííîé èëè ïðåíåáðåæèìî
ìàëîé, â çàäà÷àõ äðóãîãî òèïà ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ ïåðåìåííîé è ñóùåñòâåííîé äëÿ ðåøå-
íèÿ. Òàê, äëÿ ó÷åòà àðõèìåäîâîé ñèëû äàâ-
ëåíèå ñ÷èòàþò èçìåíÿþùèìñÿ ïî âûñîòå, à
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ãèäðàâëèêó è ñîîáùà-
þùèåñÿ ñîñóäû – îáû÷íî íåò. Õîòÿ êàê ðàç
â äàííîì ñëó÷àå ó÷åò âïîëíå âîçìîæåí.

Èíîãäà îá ó÷åòå èëè íåó÷åòå ýôôåêòà
äîãàäàòüñÿ òðóäíî. Ñêàæåì, â èçâåñòíîé
çàäà÷å î ïðèòÿæåíèè äâóõ îäíîèìåííî çàðÿ-
æåííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ øàðîâ èíäóêöèÿ
ó÷èòûâàåòñÿ, à â çàäà÷å î ïîëåòå çàðÿæåííîé
÷àñòèöû â êîíäåíñàòîðå èëè â ìåòàëëè÷åñêîé
òðóáå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ èíäóêöèåé ðàäî-
ñòíî ïðåíåáðåãàþò. Ôîðìàëüíî – ïîòîìó,
÷òî ó÷èòûâàòü åå íåïîíÿòíî êàê, à íà ñàìîì
äåëå – ïîòîìó, ÷òî ýôôåêò äåéñòâèòåëüíî
ìàë.

Íî ýòî âñå öâåòî÷êè, à òåïåðü óïîìÿíåì
ÿãîäêè (äî âàðåíüÿ â ýòîé ñòàòüå äåëî íå
äîéäåò).

Ìíîãèå îáû÷íûå, ïðèíÿòûå è â øêîëå,
è â ñåðüåçíûõ ðàáîòàõ ôèçè÷åñêèå ìîäåëè

èìåþò îãðàíè÷åíèÿ, ïðè÷åì
ïðèíöèïèàëüíûå

Ìàññîâîå ïðåíåáðåæåíèå ýòèìè îãðàíè÷å-
íèÿìè îçíà÷àåò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñëó÷àåâ íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðàê-
òè÷åñêè çíà÷èìûõ èëè âàæíûõ äëÿ ðàçâèòèÿ
òåîðèè çàäà÷ îíîå ïðåíåáðåæåíèå íå âëèÿåò.

Îäíàêî âñåãäà âîçìîæíî, ÷òî ÷åðåç êàêîå-òî
âðåìÿ âîçíèêíåò ïðîáëåìà, ïðè ðàññìîòðå-
íèè êîòîðîé ýòè îáùåïðèíÿòûå îãðàíè÷åíèÿ
áóäóò ìåøàòü. Âîçìîæíà è òàêàÿ ñèòóàöèÿ,
êîãäà ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ îäíîãî òèïà
ïðåäïîëîæåíèÿ íå ìåøàþò èëè ìåøàþò ðåä-
êî, à â äðóãîé îáëàñòè îíè íåäîïóñòèìû. Âîò
íåêîòîðûå ïðèìåðû:
• ðàçìåð ýëåêòðîíà  – åãî âðîäå áû íèêîãäà

íå ó÷èòûâàþò, íî ïîíÿòíî, ÷òî íóëåâûì îí
áûòü íå ìîæåò (êñòàòè, ïî÷åìó?),

• äèñêðåòíîñòü çàðÿäà  – â ýëåêòðîòåõíèêå
åå íå ó÷èòûâàþò, õîòÿ ñðåäè âîïðîñîâ,
ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå, åñòü ñ ýòèì ñâÿ-
çàííûé; â ðàäèîýëåêòðîíèêå æå äèñêðåò-
íîñòü çàðÿäà î÷åíü ÷àñòî âàæíà,

• äèñêðåòíîñòü ãàçà  (òî, ÷òî îí ñîñòîèò èç
îòäåëüíûõ ìîëåêóë) – ýòî íà çàêîí Ìåíäå-
ëååâà–Êëàïåéðîíà íå âëèÿåò… èëè âëèÿ-
åò?

• çàìåíà ðàñïðåäåëåííûõ ñèë ñîñðåäîòî-
÷åííûìè  – â øêîëå îíà îáùåïðèíÿòà, â
ñîïðîìàòå è ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå íåäî-
ïóñòèìà; îäíàêî è íà øêîëüíîì óðîâíå
åñòü ïðîñòûå çàäà÷è, êîòîðûå íåëüçÿ ðå-
øèòü, íå ñîîáðàçèâ, ÷òî ãðàâèòàöèÿ, òðå-
íèå, ðåàêöèÿ îïîðû – ýòî ñèëû ðàñïðåäå-
ëåííûå,

• óòâåðæäåíèå, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå
ïðîíèêàåò â ìåòàëë, à çàðÿä ñîñðåäîòî-
÷åí íà ïîâåðõíîñòè  – ïðèâîäèò ê íåêîð-
ðåêòíîñòÿì, â ÷àñòíîñòè ïðè ïîïûòêå îöå-
íèòü äåéñòâèå ïîëÿ íà ïðîâîäíèê,

• ìíîãèå ïðîöåññû òåîðåòè÷åñêè èäóò áåñ-
êîíå÷íî  (íàïðèìåð, òîðìîæåíèå òåëà â
æèäêîñòè) – à èíòóèöèÿ øåï÷åò, ÷òî ýòî
êàê-òî ñòðàííî,

• íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íàïðèìåð ìî-
ëåêóë ïî ñêîðîñòÿì, òåîðåòè÷åñêè ïðî-
ñòèðàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè  – òàê ëè ýòî?

*  *  *

Ðåçþìå áóäåò êîðîòêèì è âíåçàïíûì: åñëè
âû õîòèòå èçó÷àòü ôèçèêó, à ïîòîì è ðàáî-
òàòü â ýòîé îáëàñòè, òî ñêó÷àòü âàì íå
ïðèäåòñÿ.
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Ñ÷åò÷èêè
è ðàññòîÿíèÿ

â ãðàôàõ
Ï.ÊÎÆÅÂÍÈÊÎÂ

ÂÝÒÎÉ  ÑÒÀÒÜÅ  ÌÛ  ÎÁÑÓÄÈÌ  ÍÅÊÎÒÎ-
ðûå ïîäõîäû ê êîìáèíàòîðíûì çàäà÷àì

îá îöåíêå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé. Âíà÷àëå
ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè ïåðåãîðîäêàìè
(åäèíè÷íûìè îòðåçêàìè) âûëîæèëè êëåò-
÷àòûé êâàäðàò 5 5�s  (ðèñ.1). Êàêîå ìèíè-

ìàëüíîå ÷èñëî ïåðåãîðîäîê íóæíî óäàëèòü,
÷òîáû èç êàæäîãî êâàäðàòèêà ìîæíî áûëî
âûéòè íàðóæó (íå ïåðåñåêàÿ ïåðåãîðîäêó)?

Çàäà÷à 2. Äàíà ïîëîñêà 1 20�s , â êîòîðîé
êàæäàÿ êëåòêà ëèáî áåëàÿ, ëèáî ÷åðíàÿ. Çà
îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïåðåêðàñèòü êëåòêè
â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå (ðèñ.2). Çà êàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî íàâåðíÿ-
êà ñäåëàòü âñþ ïîëîñêó áåëîé?

Çàäà÷à 3. Äåñÿòü êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè îò
1 äî 10 ïîëîæèëè â ðÿä â íåêîòîðîì ïîðÿä-
êå. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè

äâå ñîñåäíèå êàðòî÷êè (ðèñ.3). Çà êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî âñåãäà ïîëó-
÷èòü ðÿä èç êàðòî÷åê, èäóùèõ ñëåâà íàïðà-
âî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?

Óñëîâèÿ çàäà÷ ñîâñåì ðàçíûå, íî èìåþò
åäèíóþ ñòðóêòóðó: îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ
îïåðàöèÿ è ñòàâèòñÿ âîïðîñ î íàèìåíüøåì
÷èñëå òàêèõ îïåðàöèé, êîòîðîå òðåáóåòñÿ
ïðîèçâåñòè, ÷òîáû èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ïî-
ïàñòü â äðóãîå. ×òîáû íàéòè ïîäõîäû ê
ðåøåíèþ çàäà÷, âíà÷àëå îáñóäèì áîëåå ïðî-
ñòóþ çàäà÷ó ñ ïîõîæåé ëîãè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé.

Ïðîñòàÿ çàäà÷à.  Ôèøêà ñòîèò â òî÷êå
�� �	,7 7  êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ðèñ.4). Çà

îäèí õîä åå ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà 1 âïðàâî,
âëåâî, ââåðõ èëè âíèç. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî õîäîâ ôèøêà ìîæåò ïîïàñòü â íà÷àëî
êîîðäèíàò?

Êîíå÷íî, çà 14: íà÷àëüíàÿ êëåòêà îòñòîèò
íà 7 ãîðèçîíòàëåé è íà 7 âåðòèêàëåé îò öåëè,
ïîýòîìó ïðèäåòñÿ ñäåëàòü íå ìåíåå 7 ãîðè-
çîíòàëüíûõ õîäîâ è íå ìåíåå 7 âåðòèêàëü-
íûõ (è êîíå÷íî, åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ äîéòè
äî öåëè ðîâíî çà 14 õîäîâ).

Ìîæíî ðàññóæäàòü è èíà÷å. Â êàæäûé
óçåë ïåðâîãî êâàäðàíòà öåëî÷èñëåíîé ðå-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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øåòêè çàïèøåì ñóììó êîîðäèíàò, òîãäà çà-
ïèñàííûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâîåîá-
ðàçíûé ñ÷åò÷èê: êîãäà ôèøêà íàõîäèòñÿ â
êëåòêå ñ ÷èñëîì k, åé îñòàåòñÿ k õîäîâ äî
öåëè. Ñ÷åò÷èê ìîæíî áûëî áû óñòàíîâèòü è
áåç ïðèâëå÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïðîñòî äâèãàÿñü
îò öåëè «ñ êîíöà»: ñòàâèì ÷èñëî 1 â óçëû, èç
êîòîðûõ ìîæíî äîéòè äî öåëè çà îäèí õîä (I
«ýòàæ»), ÷èñëî 2 – â óçëû, èç êîòîðûõ
ìîæíî äîéòè äî íåêîòîðîãî óçëà ñ I ýòàæà çà
îäèí õîä (II «ýòàæ»), è ò.ä.

Óïðàæíåíèå 1.  Äåâÿòü ôèøåê èçíà÷àëüíî çà-
ïîëíÿþò ïðàâûé âåðõíèé óãîë 3 3�s  øàõìàòíîé
äîñêè. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåäâèíóòü îäíó èç
ôèøåê íà ñîñåäíþþ ñâîáîäíóþ êëåòêó. Çà êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ôèøêè ìîæåò ïåðåâåñòè
â ëåâûé íèæíèé óãîë 3 3�s ?

Íî âåðíåìñÿ ê çàäà÷àì 1–3. Âîò åñëè áû íàì
òàê æå óäàëîñü ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùèé ñ÷åò-
÷èê, èçìåíÿþùèéñÿ íà 1 (èëè õîòÿ áû êàêèì-
òî êîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì) ïðè âûïîëíå-
íèè îïåðàöèè... Òîãäà áû ìû ïîíèìàëè,
íàñêîëüêî äàëåêî (ïî êîëè÷åñòâó õîäîâ) ìû
íàõîäèìñÿ îò öåëè, è, âîçìîæíî, ñìîãëè áû
çàêîí÷èòü ðåøåíèå òàê æå êîðîòêî, êàê â
Ïðîñòîé çàäà÷å. Äàâàéòå ïîïðîáóåì!

Îáñóæäåíèå è ðåøåíèå çàäà÷è 1.  Áóäåì
ñ÷èòàòü ïëîñêîñòü «îêåàíîì», â êîòîðîì
ïåðåãîðîäêè îòäåëèëè íåñêîëüêî ðàçðîçíåí-
íûõ «âîäîåìîâ». Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,
÷òî âíà÷àëå ó íàñ ìíîãî îòäåëüíûõ âîäîåìîâ,
à â êîíöå ïî óñëîâèþ äîëæåí îñòàòüñÿ îäèí
(èç ëþáîé êëåòêè ìîæíî ïðîïëûòü â «îêå-
àí»). Ïðè ýòîì çà îäíó îïåðàöèþ äâà âîäî-
åìà, ïðèìûêàþùèå ê ïåðåãîðîäêå, ñëèâàþò-
ñÿ â îäèí. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî âîäîåìîâ çà
îäíó îïåðàöèþ óìåíüøàåòñÿ íà 1? Ýòî ïî÷òè
ïðàâäà: èíîãäà äâå êëåòêè, ïðèìûêàþùèå ê
ïåðåãîðîäêå, – ýòî êëåòêè îäíîãî è òîãî æå
âîäîåìà (ðèñ.5). Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå îïåðà-
öèè óäàëåíèÿ ïåðåãîðîäêè êîëè÷åñòâî âîäî-
åìîâ íå èçìåíèòñÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå çà îäíó

îïåðàöèþ êîëè÷åñòâî âîäîåìîâ óìåíüøàåòñÿ
íå áîëåå ÷åì íà 1. Âíà÷àëå ó íàñ 26 âîäîåìîâ
(âêëþ÷àÿ âíåøíèé «îêåàí»), â êîíöå äîë-
æåí îñòàòüñÿ îäèí, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî îïå-
ðàöèé íå ìåíåå 26 – 1 = 25.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïðèâåñòè ïðèìåð
óäàëåíèÿ ðîâíî 25 ïåðåãîðîäîê (êàê ìû
òåïåðü ïîíèìàåì, â îïòèìàëüíîì ïðèìåðå
äîñòàòî÷íî òîëüêî èçáåãàòü óäàëåíèÿ ïåðåãî-
ðîäîê ìåæäó äâóìÿ êëåòêàìè îäíîãî è òîãî
æå âîäîåìà).

Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäÿùèé ñ÷åò÷èê (ìè-
íèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ äî öåëè) â
çàäà÷å 1 ýòî n – 1, ãäå n – êîëè÷åñòâî
âîäîåìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîé çà-
äà÷è îáñóæäàëàñü â «Êâàíòå» è ðàíüøå –
íàïðèìåð, â ñòàòüå «Ñâÿæèòåñü ñ ãðàôîì»
(«Êâàíò» ¹ 4 çà 2014 ã.). Ïî ñóòè âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ óïîìÿíóòîé ñòàòüè ïîÿâëÿþòñÿ ñ÷åò-
÷èêè «êîëè÷åñòâî îáëàñòåé (èëè êóñêîâ, èëè
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå)».

Îáñóæäåíèå è ðåøåíèå çàäà÷è 2.  Â êî-
íå÷íîì èòîãå âñå êëåòêè ïîëîñêè äîëæíû
ñòàòü áåëûìè, ïîýòîìó âíà÷àëå ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ, ÷òî èñêîìûé ñ÷åò÷èê äîëæåí áûòü
ñâÿçàí ñ êîëè÷åñòâîì ÷åðíûõ êëåòîê. Íî
äàæå åñëè ÷åðíûõ êëåòîê ìíîãî, èíîãäà
ìîæíî îáîéòèñü âñåãî îäíîé îïåðàöèåé ïåðå-
êðàñêè (íàïðèìåð, äëÿ ïîëíîñòüþ ÷åðíîé
ïîëîñêè). Äåëî â òîì, ÷òî ñ áëîêîì ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ÷åðíûõ êëåòîê «áîðîòüñÿ» ñòîëü
æå ëåãêî, êàê è ñ îäíîé ÷åðíîé êëåòêîé. À
âîò óñòðàíèòü áîëüøîå ÷èñëî ïåðåõîäîâ ìåæ-
äó ÷åðíûìè è áåëûìè áëîêàìè íå òàê ïðîñòî.
Êëþ÷ ê ðåøåíèþ íàäî èñêàòü, ðàññìàòðèâàÿ
ýòè áëîêè èëè ïåðåõîäû ìåæäó ÷åðíûìè è
áåëûìè áëîêàìè.

Âîçüìåì ñ÷åò÷èê «êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ áëî-
êîâ». Ðàññìîòðåâ âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè âû-
ïîëíåíèÿ îïåðàöèè ïåðåêðàøèâàíèÿ (êîãäà
ãðàíèöû ïåðåêðàøèâàåìîãî ïðÿìîóãîëüíè-
êà íàõîäÿòñÿ âíóòðè ÷åðíîãî èëè áåëîãî
áëîêà èëè æå ïîïàäàþò ìåæäó áëîêîâ; íåêî-
òîðûå ñëó÷àè ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 6), óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ áëîêîâ ëèáî
íå èçìåíÿåòñÿ, ëèáî èçìåíÿåòñÿ íà 1. Êîíå÷-
íîå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ áëîêîâ äîëæíî ðàâ-
íÿòüñÿ 0, èçíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ
áëîêîâ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 10 – êàê â ñëó÷àå
«çåáðû» íà ðèñóíêå 7. Çíà÷èò, åñëè íà÷àëü-
íàÿ ðàñêðàñêà – «çåáðà», òî íàì ïîòðåáóåòñÿ
âûïîëíèòü íå ìåíåå 10 îïåðàöèé.Ðèñ. 5
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî â ëþáîé
ñèòóàöèè íà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ áëî-
êîâ íå áîëåå 10. È ìû ìîæåì ïðîñòî êàæäîé
î÷åðåäíîé îïåðàöèåé áðàòü ÷åðíûé áëîê è
ïðåâðàùàòü åãî â áåëûé. Íå áîëåå ÷åì çà 10
îïåðàöèé ìû ïîëó÷èì áåëóþ ïîëîñêó.

Óïðàæíåíèå 2.  Ïðèäóìàéòå äðóãîå ðàññóæäå-
íèå, ðåøàþùåå çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ «ïåðåãîðîäêè»
ìåæäó ÷åðíûìè è áåëûìè áëîêàìè.

Îáñóæäåíèå è ðåøåíèå çàäà÷è 3. Èíòóè-
òèâíî ÿñíî, ÷òî ñàìàÿ «íåóäîáíàÿ» ñèòóàöèÿ
– êîãäà êàðòî÷êè èçíà÷àëüíî ëåæàò â ïîðÿä-
êå óáûâàíèÿ: 10, 9, 8, …, 1. Ìîæíî âíà÷àëå
ïðîñëåäèòü çà ïåðåìåùåíèåì êàæäîé êàð-
òî÷êè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèéòè ê ïîðÿäêó
âîçðàñòàíèÿ 1, 2, …, 10, êàðòî÷êå 1 (òàê æå,
êàê è êàðòî÷êå 10) íàäî ïåðåìåñòèòüñÿ íà 9
ïîçèöèé âëåâî (ñîîòâåòñòâåííî, âïðàâî), êàð-
òî÷êàì 2 è 9 – íà 7 ïîçèöèé, êàðòî÷êàì 3 è
8 – íà 5, êàðòî÷êàì 4 è 7 – íà 3, êàðòî÷êàì
5 è 6 – íà 1 ïîçèöèþ. Èòîãî ñóììàðíîå
ïåðåìåùåíèå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ 2(9 + 7 + 5 +
+ 3 + 1) = 50. Çà îäèí õîä äâå êàðòî÷êè
ïåðåìåùàþòñÿ íà 1, ïîýòîìó íåîáõîäèìî
ñäåëàòü õîòÿ áû 50/2 = 25 õîäîâ. Îäíàêî,
÷òîáû êàæäàÿ êàðòî÷êà ïåðåìåñòèëàñü èìåí-
íî íà óêàçàííîå ÷èñëî åäèíèö, íå äîïóñêàþò-
ñÿ ïåðåìåùåíèÿ «â íåïðàâèëüíóþ» ñòîðîíó.
Íàïðèìåð, ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî ñàìîé ëåâîé
ïîçèöèè çà 9 õîäîâ, êàðòî÷êà 1 äîëæíà
äâèãàòüñÿ òîëüêî âëåâî. Òî æå äîëæíî áûòü
âåðíî è äëÿ êàðòî÷êè 2: ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî
âòîðîãî ñëåâà ìåñòà çà 7 õîäîâ, êàðòî÷êà 2
äîëæíà äâèãàòüñÿ òîëüêî âëåâî. Íî îäíîâðå-

ìåííî ýòè äâà óñëîâèÿ äëÿ êàðòî÷åê 1 è 2
íåâûïîëíèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â íà÷àëüíîé
ñèòóàöèè êàðòî÷êà 1 ïðàâåå êàðòî÷êè 2, à â
êîíå÷íîé ñèòóàöèè – ëåâåå. Çíà÷èò, íà êà-
êîì-òî õîäå íàì íóæíî áóäåò ïîìåíÿòü ìåñ-
òàìè êàðòî÷êè 1 è 2, ïðè ýòîì êàðòî÷êà 2
ïåðåìåñòèòñÿ íà 1 âïðàâî, ò.å. ñäåëàåò ïåðå-
ìåùåíèå â «íåïðàâèëüíóþ» ñòîðîíó. Ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî ïîïûòêà ââåñòè ñ÷åò÷èê «ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåùåíèé» ïðèâîäèò ê
íåêîòîðîé îöåíêå íà ÷èñëî õîäîâ, íî ýòà
îöåíêà íåòî÷íà.

Íî, ðàçáèðàÿñü â ñèòóàöèè, ìû ïîíÿëè,
÷òî îáÿçàòåëüíî ñäåëàåì õîä, ñîñòîÿùèé â
îáìåíå êîíêðåòíîé ïàðû êàðòî÷åê 1 è 2.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé ïàðû êàðòî÷åê
m < n , äëÿ êîòîðîé â íà÷àëüíîé ñèòóàöèè
êàðòî÷êà n ëåâåå êàðòî÷êè m (òàêèå èçíà-
÷àëüíî «íåïðàâèëüíûå» ïàðû êàðòî÷åê íà-
çûâàþò åùå «áåñïîðÿäêàìè»), êîãäà-òî äîë-
æåí áûë ïðîèçîéòè õîä, ñîñòîÿùèé â îáìåíå
êàðòî÷åê m è n. Çíà÷èò, ÷òîáû èç ïîçèöèè 10,
9, 8, …, 1 ïðèéòè ê ïîçèöèè 1, 2, …, 10,
äîëæåí ïðîèçîéòè îáìåí êàæäîé êîíêðåò-
íîé ïàðû êàðòî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõî-
äèìîå êîëè÷åñòâî õîäîâ íå ìåíüøå êîëè÷å-

ñòâà ïàð, ò.å. íå ìåíüøå ÷åì 
10 9

45
2
�–

�� .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé
ñèòóàöèè 45 õîäîâ õâàòèò. Íàïðèìåð, ñíà÷à-
ëà êàðòî÷êó 1 îáìåíÿåì ñî âñåìè êàðòî÷êà-
ìè, êîòîðûå ëåâåå íåå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíà
îêàæåòñÿ íà ñàìîì ëåâîì ìåñòå. Çàòåì «äâè-
ãàåì» êàðòî÷êó 2 âëåâî è ïåðåâåäåì íà
âòîðîå ìåñòî ñëåâà è ò.ä. Êàæäûé ðàç ìû
óìåíüøàåì ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ íà 1, çíà÷èò,
ñäåëàåì íå áîëåå 45 õîäîâ äî êîíå÷íîé
ïîçèöèè 1, 2, …, 10. (Êîíå÷íî, çäåñü ìîæíî
îöåíèòü ÷èñëî õîäîâ è áåç âñÿêèõ áåñïîðÿä-
êîâ: êàðòî÷êà 1 ñäåëàëà íå áîëåå 9 õîäîâ,
ïîñëå ýòîãî êàðòî÷êà 2 – åùå íå áîëåå 8 õîäîâ
è ò.ä., íàêîíåö, êàðòî÷êà 9 ñäåëàëà íå áîëåå
îäíîãî õîäà, èòîãî íå áîëåå 9 + 8 + … + 1 =
= 45 õîäîâ.)

Çàäà÷à 3 ðåøåíà. Çäåñü ïîìîã ñ÷åò÷èê
«êîëè÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ». Ýòîò ñ÷åò÷èê óæå
«òî÷íûé»: çà îäèí õîä îí èçìåíÿåòñÿ (óâå-
ëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ) ðîâíî íà 1.

Óïðàæíåíèå 3.  Èçíà÷àëüíî 10 êàðòî÷åê ñ ÷èñ-
ëàìè îò 1 äî 10 ïîëîæèëè â ðÿä â ïîðÿäêå 2, 4,
6, 8, 10, 1, 3, 5, 7, 9. Çà îäèí õîä ìîæíî
ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñîñåäíèå êàðòî÷êè (êàê â
çàäà÷å 3).

Ðèñ. 6
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à) Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî

ïîëó÷èòü ðÿä èç êàðòî÷åê â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?
á) Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü ðîâíî çà 100 õîäîâ?

Ðàçáåðåì åùå ïàðó êðàñèâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 4 (Ì1241, ïåðåôîðìóëèðîâêà).

Èìååòñÿ 2017 ÿùèêîâ, ñîäåðæàùèõ 1, 2, 3,...
…, 2017 êàìíåé ñîîòâåòñòâåííî. Çà îäèí
øàã ðàçðåøåíî âûáðîñèòü èç ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà ÿùèêîâ ïî îäèíàêîâîìó ÷èñëó êàìíåé.
Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî
âûáðîñèòü âñå êàìíè?

Îáñóæäåíèå è ðåøåíèå çàäà÷è 4.  Âíà÷à-
ëå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ïðåïÿòñòâèå ê
áûñòðîìó âûáðàñûâàíèþ âñåõ êàìíåé – òî,
÷òî êàìíåé ìíîãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áû
ìíîãî êàìíåé íè áûëî, åñëè îíè áóäóò ðàñ-
ïðåäåëåíû ïîðîâíó ìåæäó ÿùèêàìè, òî íàì
õâàòèò è îäíîãî øàãà.

Çíà÷èò, áóäåì ñëåäèòü íå çà êîëè÷åñòâîì
êàìíåé, à çà «ðàçíîîáðàçèåì» ðàñïðåäåëå-
íèÿ. ßùèêè ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì êàì-
íåé îáúÿâèì ÿùèêàìè îäíîãî òèïà è ïîä
ðàçíîîáðàçèåì  áóäåì ïîíèìàòü êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ òèïîâ (ïóñòûå ÿùèêè ñîñòàâëÿþò
îòäåëüíûé òèï). Èçíà÷àëüíî ðàçíîîáðàçèå
ðàâíî 2017 – ýòî äîâîëüíî ìíîãî. Ðàññìîò-
ðèì âûïîëíåíèå øàãà. Ïóñòü äî ýòîãî øàãà
ðàçíîîáðàçèå ðàâíÿëîñü d. Âñå ÿùèêè äåëÿò-
ñÿ íà äâà ìíîæåñòâà – òå, èç êîòîðûõ íå
áðàëè êàìíè íà ýòîì øàãå, è òå, èç êîòîðûõ
êàìíè áðàëè. Åñëè 1d  è 2d  – ðàçíîîáðàçèÿ
îòäåëüíî äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ìíîæåñòâà
ÿùèêîâ, òî, î÷åâèäíî, 1 2d d d�� �r . Ïîñëå
òîãî êàê èç âòîðîãî ìíîæåñòâà ÿùèêîâ âçÿëè
ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó êàìíåé, ðàçíî-
îáðàçèå â ýòîì ìíîæåñòâå ÿùèêîâ íå èçìåíè-
ëîñü. Çíà÷èò, ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà ðàçíî-
îáðàçèå ñòàëî òî÷íî íå ìåíüøå ìèíèìàëüíî-
ãî èç ÷èñåë 1d , 2d , ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíüøå
÷åì 2d . Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ðàçíîîáðàçèå
íå ìåíüøå 2017 2 1009���¨ �·�© �¸ , ïîñëå âòîðîãî
øàãà íå ìåíüøå 1009 2 505���¨ �·�© �¸ , äàëåå ïîëó-
÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 253, 127, 64, 32, 16,
8, 4, 2. Çíà÷èò, ïîñëå 10-ãî øàãà ðàçíîîáðà-
çèå áóäåò õîòÿ áû 2, ñëåäîâàòåëüíî, íå âñå
ÿùèêè ïóñòû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çà 11 øàãîâ îïóñòîøèòü
âñå ÿùèêè óæå ìîæíî.

Óïðàæíåíèå 4.  à) Ïîêàæèòå, êàê â çàäà÷å 4
îïóñòîøèòü âñå ÿùèêè çà 11 øàãîâ.

á) Ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü ñ äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèåì: íà ïåðâîì øàãå íåëüçÿ âûáðàñû-
âàòü â ñóììå áîëüøå 2000 êàìíåé.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñ÷åò÷èê, êîòîðûé ïî-
ìîã â îïóñòîøåíèè ÿùèêîâ, ðàâåí 2log d�¨ �·�© �¸,
ãäå d – ýòî ðàçíîîáðàçèå.

Çàäà÷à 5. Íà ïîëêå ñòîèò 10-òîìíîå
ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé â íåêîòîðîì ïîðÿäêå
(òîìà ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî 10). Çà îäèí
õîä ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâå
êíèãè. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
õîäîâ âñå òîìà ìîæíî ñ ãàðàíòèåé ðàñïîëî-
æèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ?

Îáñóæäåíèå è ïåðâîå ðåøåíèå çàäà÷è 5.
Óñëîâèå ïîõîæå íà çàäà÷ó 3, íî òåïåðü
ðàçðåøåíî îáìåíèâàòü íå òîëüêî ñîñåäåé, è
îòâåò çäåñü áóäåò ãîðàçäî ìåíüøå: 9 õîäîâ.

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî 9 õîäîâ
âñåãäà äîñòàòî÷íî. Ïåðâûì õîäîì ñòàâèì íà
ìåñòî 1-é òîì (åñëè îí óæå íå íà ìåñòå),
âòîðûì õîäîì – 2-é òîì è ò.ä., äåâÿòûì
õîäîì – 9-é òîì, ïðè ýòîì 10-é òîì àâòîìà-
òè÷åñêè îêàæåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå.

Çàìåòèì, ÷òî îäèí õîä ñòàâèò íà ñâîå ìåñòî
íå áîëåå äâóõ òîìîâ. Çíà÷èò, åñëè â íà÷àëü-
íîé ñèòóàöèè íè îäèí òîì íå ñòîèò íà ñâîåì
ìåñòå (à òàêîå âïîëíå âîçìîæíî), òî äëÿ òîãî
÷òîáû «íàâåñòè ïîðÿäîê», íóæíî íå ìåíåå

9 2 5���¨ �·�© �¸  õîäîâ – îöåíêà ïîëó÷åíà, íî íå
òî÷íàÿ... Óëó÷øèòü ñ÷åò÷èê ïîìîæåò òàêîå
íàáëþäåíèå: çà îäèí õîä ðîâíî îäíà êíèãà
ñäâèãàåòñÿ íàïðàâî (è îäíà – íàëåâî). Çíà-
÷èò, åñëè èçíà÷àëüíî ó íàñ äîñòàòî÷íî ìíîãî
êíèã, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ëåâåå ñâîåãî êîíå÷-
íîãî ïîëîæåíèÿ, ìû íå ñìîæåì áûñòðî ïðèé-
òè ê êîíå÷íîé ñèòóàöèè.

Ñôîðìóëèðóåì ìûñëü áîëåå òî÷íî.
Ïðîíóìåðóåì ìåñòà òîìîâ îò 1 äî 10 ñëåâà

íàïðàâî. Íàçîâåì òîì íåóäîáíûì , åñëè åãî
íîìåð áîëüøå íîìåðà ìåñòà, íà êîòîðîì îí
ñòîèò. Ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 8 (íîìåðà

ìåñò íàïèñàíû íàä òîìàìè, íåóäîáíûå òîìà
âûäåëåíû ðîçîâûì). Ïîñìîòðèì íà îäèí õîä
(îäíó îïåðàöèþ îáìåíà). Åñëè òîì, êîòîðûé
ïåðåìåñòèëñÿ íàëåâî, áûë íåóäîáíûì, òî îí
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òàêîâûì è îñòàëñÿ. Çíà÷èò, ïîìåíÿòü ñòàòóñ
ñ íåóäîáíîãî íà óäîáíûé ìîã òîëüêî òîì,
êîòîðûé ïåðåìåñòèëñÿ âïðàâî. Òåì ñàìûì
ñ÷åò÷èê «êîëè÷åñòâî íåóäîáíûõ òîìîâ» íå
ìîæåò óìåíüøèòüñÿ áîëåå ÷åì íà 1 çà îäèí
õîä. Äëÿ êîíêðåòíîé íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêè
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 1 âñå òîìà, êðîìå òîìà
1, íåóäîáíûå, à â êîíå÷íîé ñèòóàöèè íåò
íåóäîáíûõ òîìîâ. Çíà÷èò, èç ïîçèöèè 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9, 10, 1 íåëüçÿ ïðèéòè ê ïîçèöèè
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ìåíåå ÷åì çà
10 – 1 = 9 õîäîâ. Çàäà÷à ðåøåíà.

Õîòÿ ðåøåíèå è ïîëó÷åíî, ìû óâèäèì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ðàññòàíîâîê òî-
ìîâ ñ÷åò÷èê «êîëè÷åñòâî íåóäîáíûõ òîìîâ»
âñå æå íå äàñò òî÷íîé îöåíêè. Ïîýòîìó
ïðèâåäåì ñõåìó åùå îäíîãî ðåøåíèÿ ñ áîëåå
óíèâåðñàëüíûì ñ÷åò÷èêîì.

Âòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è 5. Ïðîñòàâèâ
íîìåðà ìåñò íàä íîìåðàìè òîìîâ, ïîëó÷èì
òàáëèöó 2 10�s  (ðèñ.9). Ñîïîñòàâèì ýòîé

òàáëèöå äèàãðàììó ñî ñòðåëêàìè (îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô) ñ äåñÿòüþ âåðøèíàìè, çàíó-
ìåðîâàííûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 10, ïî ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó: åñëè íà i -ì ìåñòå ñòîèò òîì
íîìåð j , òî ïðîâåäåì ñòðåëêó èç âåðøèíû i
â âåðøèíó j  (åñëè i  = j , òî ïîëó÷èòñÿ ñòðåëêà-
ïåòëÿ). Èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ðîâíî
îäíà ñòðåëêà è â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò
ðîâíî îäíà ñòðåëêà; çíà÷èò, íàøà äèàãðàììà
ðàñïàäàåòñÿ íà îðèåíòèðîâàííûå öèêëû (äî-
êàæèòå!). Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò ñ íà-
øåé äèàãðàììîé ïðè îáìåíå äâóõ òîìîâ
ìåñòàìè: íåêîòîðûå äâå ñòðåëêè ïîìåíÿþòñÿ
àäðåñàòàìè (ò.å. íåêîòîðàÿ ïàðà ñòðåëîê

a c�m  è b d�m  çàìåíÿåòñÿ íà ïàðó a d�m
è b c�m ). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (ñäåëàéòå
ýòî), ÷òî åñëè äâå ñòðåëêè, êîòîðûå ìû
çàìåíÿåì, èç îäíîãî öèêëà, òî ýòîò öèêë
ðàñïàäåòñÿ íà äâà öèêëà. Åñëè æå ýòè ñòðåë-
êè èç ðàçíûõ öèêëîâ, òî ýòè öèêëû, íàîáî-
ðîò, «ñîëüþòñÿ» â îäèí öèêë. Â ëþáîì
ñëó÷àå çà îäèí õîä êîëè÷åñòâî öèêëîâ èçìå-
íÿåòñÿ ðîâíî íà 1. Äëÿ êîíå÷íîé ïîçèöèè
1, 2, …, 10 ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ñî
ñòðåëêàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîâ 10 öèêëîâ-
ïåòåëü. Ïîýòîìó åñëè â íà÷àëüíîé ïîçèöèè
äèàãðàììà ñîñòîèò èç k öèêëîâ, òî íåîáõîäè-
ìîå êîëè÷åñòâî õîäîâ íå ìåíüøå 10 – k. Ïðè
ýòîì îöåíêà 10 – k äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàåò-
ñÿ: ìû çíàåì, ÷òî äîñòàòî÷íî íà êàæäîì õîäå
â äèàãðàììå ïðîñòî ìåíÿòü äâå ñòðåëêè èç
îäíîãî öèêëà (ïîêà íå ïîëó÷èì 10 ïåòåëü).
Â èòîãå íàø óíèâåðñàëüíûé ñ÷åò÷èê ðàâåí
«10 ìèíóñ êîëè÷åñòâî öèêëîâ».

Óïðàæíåíèÿ

5. Íà ïîëêå ñòîèò 10-òîìíîå ñîáðàíèå ñî÷èíå-
íèé â ïîðÿäêå 7, 1, 3, 2, 8, 5, 4, 9, 10, 6 (êàê íà
ðèñóíêå 9). Çà îäèí õîä ðàçðåøåíî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè ëþáûå äâå êíèãè (êàê â çàäà÷å 5). Çà
êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ âñå êíèãè
ìîæíî ñ ãàðàíòèåé ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðà-
ñòàíèÿ íîìåðîâ òîìîâ? Êàêóþ îöåíêó ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ «íåóäîáíûõ òîìîâ» èç ïåð-
âîãî ðåøåíèÿ (èëè àíàëîãè÷íûõ «ïðàâîíåóäîá-
íûõ òîìîâ»)?

6. Íà k êíèæíûõ ïîëêàõ ñòîÿò n êíèã (íà
êàæäîé ïîëêå õîòÿ áû îäíà êíèãà). Íà êàæäîé
ïîëêå ïåðâàÿ êíèãà ïåðåñòàâëåíà â êîíåö. Çà îäíó
îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâå
êíèãè (âîçìîæíî, ñ ðàçíûõ ïîëîê). Çà êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî âûñòðîèòü âñå
êíèãè â íà÷àëüíîì ïîðÿäêå?

Ïîñìîòðèì åùå ðàç íà ðàçîáðàííûå çàäà-
÷è. Â Ïðîñòîé çàäà÷å âñå áûëî âåñüìà íà-
ãëÿäíî. Âñåâîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ (ïîçè-
öèè) ôèøêè – óçëû ðåøåòêè, à âîçìîæíûå
õîäû – åäèíè÷íûå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå
ñîñåäíèå óçëû. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô ïîçè-
öèé (è âîçìîæíûõ õîäîâ) ïðîñòî óæå èçîá-
ðàæåí íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå. Â êàæäîé
èç ðàçîáðàííûõ çàäà÷ ìû òîæå ìîæåì ðàñ-
ñìîòðåòü ñâîé ãðàô ïîçèöèé (âñåâîçìîæíûõ
ïîëîæåíèé ñèñòåìû): óñëîâíî èçîáðàçèòü
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîçèöèé â âèäå
òî÷åê-âåðøèí è ñîåäèíèòü íåêîòîðûå ïàðû
âåðøèí ðåáðàìè, ïîìå÷àÿ òåì ñàìûì âîç-
ìîæíîñòü ñäåëàòü õîä, ïåðåâîäÿùèé èç îä-

Ðèñ. 9
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Ðèñ. 10

íîé ïîçèöèè â äðóãóþ. Ïðè ýòîì äëÿ çàäà÷
1 è 4 ðåáðà íàäî äåëàòü íàïðàâëåííûìè, ò.å.
ñòðåëêàìè, à â îñòàëüíûõ çàäà÷àõ ìîæíî íå
ðèñîâàòü ñòðåëêè, òàê êàê õîäû îáðàòèìû
(èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëåíèå ðàçðåøåííîé
îïåðàöèè òàêîâî, ÷òî îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ
òîæå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåííîé). 1  Ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ãðàôà ïîçèöèé ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû âñÿ-
êèé ðàç ðåøàëè îäíó è òó æå çàäà÷ó î
íàõîæäåíèè ðàññòîÿíèÿ  (ïóòè èç ìèíè-
ìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ðåáåð èëè ñòðåëîê)
ìåæäó çàäàííûìè âåðøèíàìè-ïîçèöèÿìè.
Íî, äóìàåòñÿ, îò ýòîãî îáùåãî âçãëÿäà íå
ñòàíåò ìåíåå èíòåðåñíî íàõîäèòü ñ÷åò÷èêè,
ðàáîòàþùèå äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Â çàâåðøåíèå ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ðå-
øèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Çà îäèí õîä ôèøêó ìîæíî ñäâèãàòü â ñîñåä-

íþþ êëåòêó øàõìàòíîé äîñêè. Çà êàêîå íàèìåíü-
øåå êîëè÷åñòâî õî-
äîâ ìîæíî ôèøêó èç
ïðàâîãî âåðõíåãî
óãëà ïåðåìåñòèòü â
ëåâûé íèæíèé óãîë,
åñëè çàïðåùàåòñÿ
ñòàâèòü ôèøêó â ïî-
ìå÷åííûå êðàñíûì
ïîëÿ (ðèñ.10)?

2. Íàéäèòå íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî
õîäîâ, çà êîòîðîå
øàõìàòíûé êîíü èç

ëþáîé êëåòêè äîñêè íàâåðíÿêà ìîæåò ïîïàñòü: à)
â ëåâóþ íèæíþþ óãëîâóþ êëåòêó; á) â êàêóþ-
íèáóäü óãëîâóþ êëåòêó.

3. Íà ïîëêå 100-òîìíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Çà
îäíó îïåðàöèþ ëþáóþ êíèãó ìîæíî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè ñ ñàìîé ëåâîé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âñå êíèãè ìîæíî ñ ãàðàíòè-
åé ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ
òîìîâ?

4 (Ìîñêîâñêàÿ îëèìïèàäà 2013 ã.). Íà äëèííîé
ñêàìåéêå ñèäåëè ìàëü÷èê è äåâî÷êà. Ê íèì ïî
îäíîìó ïîäîøëè åùå 20 äåòåé, è êàæäûé èç íèõ
ñàäèëñÿ ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ óæå ñèäÿùèìè.
Íàçîâåì äåâî÷êó îòâàæíîé, åñëè îíà ñàäèëàñü
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ìàëü÷èêàìè, à ìàëü÷èêà
– îòâàæíûì, åñëè îí ñàäèëñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåä-
íèìè äåâî÷êàìè. Êîãäà âñå ñåëè, îêàçàëîñü, ÷òî
ìàëü÷èêè è äåâî÷êè ñèäÿò íà ñêàìåéêå, ÷åðåäó-
ÿñü. Ñêîëüêî èç íèõ áûëè îòâàæíûìè?

5 (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà 1993 ã.). Â êîëîäå
n êàðò. ×àñòü èç íèõ ëåæèò ðóáàøêàìè ââåðõ,
îñòàëüíûå – ðóáàøêàìè âíèç. Çà îäèí õîä ðàçðå-
øàåòñÿ âçÿòü íåñêîëüêî êàðò ñâåðõó, ïåðåâåðíóòü
ïîëó÷åííóþ ñòîïêó è ñíîâà ïîëîæèòü åå ñâåðõó
êîëîäû. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ïðè
ëþáîì íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè êàðò ìîæíî äî-
áèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå êàðòû ëåæàëè ðóáàøêàìè
âíèç?

6. Â ñòðîêó âûïèñàíû 20 çíàêîâ: 10 êðåñòèêîâ
è 10 íîëèêîâ. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè ëþáûå äâà ñîñåäíèõ çíàêà. Çà êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ ìîæíî ãàðàíòèðî-
âàííî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû: à) 10 êðåñòèêîâ
ñòîÿëè ñëåâà; á) 10 êðåñòèêîâ ñòîÿëè ïîäðÿä è 10
íîëèêîâ ñòîÿëè ïîäðÿä; â) êàêèå-òî 10 ñòîÿùèõ
ïîäðÿä çíàêîâ îêàçàëèñü êðåñòèêàìè?

7 (Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà, «Êâàíò»
¹5–6 çà 2016 ã.). Â ðÿä ëåæàò êàðòî÷êè, çàíóìå-
ðîâàííûå â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ÷èñëàìè 1, 2, …
..., 15. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïîìåíÿòü äâå
êàðòî÷êè, ëåæàùèå ðÿäîì. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî íàâåðíÿêà ïîëó÷èòü ðÿä
èç êàðòî÷åê, íîìåðà êîòîðûõ èäóò â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ èëè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ?

8. Íà äîñêå èçíà÷àëüíî íàïèñàíî ÷èñëî 1. Çà
îäíó îïåðàöèþ ìîæíî òåêóùåå ÷èñëî óâåëè÷èòü
íà 1 èëè óìíîæèòü íà 2. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 2017?

9. Òðîëëü ðåøèë ðàñïèëèòü êóáèê Ðóáèêà: à)
8 8 8�s �s ; á*) 20 20 20�s �s  íà åäèíè÷íûå êóáèêè.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàñïèëîâ åìó ïî-
òðåáóåòñÿ? (Ðàñïèëû ïðÿìîëèíåéíûå. Íåñêîëü-
êî ÷àñòåé ìîæíî ñêëàäûâàòü è ðàñïèëèâàòü îäíèì
ðàñïèëîì.)

10*.  Ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé
10 ðàçáèò íà ðîìáèêè ñî ñòîðîíîé 1. Çà îäíó
îïåðàöèþ ìîæíî âûäåëèòü â ðàçáèåíèè ïðàâèëü-
íûé øåñòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 è ïåðåëîæèòü
òðè ðîìáèêà âíóòðè íåãî. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî îïåðàöèé èç ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìîæíî ïîëó-
÷èòü ëþáîå äðóãîå?

11*  (M1285, ïåðåôîðìóëèðîâêà). Â êîëîäó
ñëîæåíû 52 ðàçëè÷íûå êàðòû. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðå-
ëîæèòü ëþáîå ÷èñëî ðÿäîì ëåæàùèõ êàðò (íå
ìåíÿÿ ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ è íå ïåðåâîðà÷è-
âàÿ) â äðóãîå ìåñòî êîëîäû. Òðåáóåòñÿ íåñêîëü-
êèìè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïåðåëîæèòü âñå êàðòû â
îáðàòíîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ?

12*.  Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 9
ðàçðåçàí íà 81 îäèíàêîâûõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëü-
íè÷êîâ ñî ñòîðîíîé 1. Èçíà÷àëüíî íåêîòîðûå k èç
òðåóãîëüíè÷êîâ ïîêðàøåíû. Çà îäèí õîä åùå íå
ïîêðàøåííûé òðåóãîëüíè÷åê ìîæíî ïîêðàñèòü,
åñëè ê ýòîìó ìîìåíòó ïîêðàøåíû íå ìåíåå äâóõ
ñîñåäíèõ ñ íèì ïî ñòîðîíå òðåóãîëüíè÷êîâ. Ïðè
êàêîì íàèìåíüøåì k ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ ìîãëî
îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå òðåóãîëüíè÷êè ïîêðàøåíû?

1 Ãðàô èç çàäà÷ 3 è 5 ïîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè
ãðóïï: ýòî ãðàô Êýëè äëÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ñ
çàäàííîé ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ òðàíñïîçèöèé.



Çàî÷íàÿ øêîëà ÑÓÍÖ ÍÃÓ
Â íîâîñèáèðñêîì Àêàäåìãîðîäêå â ñîñòàâå

Ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ó÷åáíî-íàó÷íîãî öåíò-
ðà Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà (ÑÓÍÖ ÍÃÓ) óæå áîëåå 50 ëåò ðàáîòàåò
Çàî÷íàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (ÇØ)
äëÿ ó÷àùèõñÿ 5 – 11 êëàññîâ îáùåîáðàçîâà-
òåëüíûõ øêîë. Ó÷àùèåñÿ ÇØ, óñïåøíî âûïîë-
íèâøèå âñå çàäàíèÿ, ïî îêîí÷àíèè îäèííàäöà-
òîãî êëàññà ïîëó÷àþò óäîñòîâåðåíèå âûïóñê-
íèêîâ Çàî÷íîé øêîëû ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

Ïðåïîäàâàòåëè îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæ-
äåíèé ìîãóò ðàáîòàòü ïî ïðîãðàììàì ÇØ â
ôîðìå ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèé ñ ãðóïïîé ó÷à-
ùèõñÿ.

Åæåãîäíî ëó÷øèå ó÷åíèêè 8–10 êëàññîâ Çà-
î÷íîé øêîëû ïðèãëàøàþòñÿ â Ëåòíþþ øêîëó,
êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â íîâîñèáèðñêîì Àêàäåì-
ãîðîäêå ñ 1 ïî 23 àâãóñòà, äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíêóð-
ñå â ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

 Â ÇØ ÑÓÍÖ ÍÃÓ ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþ-
ùèå, áåç âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ. Ïðèåì â
øêîëó âåäåòñÿ êðóãëîãîäè÷íî. ×òîáû ñòàòü ó÷å-
íèêîì ÇØ, íåîáõîäèìî ïðèñëàòü çàÿâëåíèå,
óêàçàâ êëàññ è îòäåëåíèÿ, íà êîòîðûõ Âû õîòèòå
ó÷èòüñÿ, ñâîè ôàìèëèþ, èìÿ è îò÷åñòâî (ïå÷àò-
íûìè áóêâàìè), ñâîé ïîäðîáíûé àäðåñ ñ èí-
äåêñîì è âûïîëíåííîå ïåðâîå çàäàíèå. Çàäà-
íèå âûïîëíÿåòñÿ â îáû÷íîé ó÷åíè÷åñêîé òåòðà-
äè è âûñûëàåòñÿ ïðîñòîé èëè çàêàçíîé áàíäå-
ðîëüþ. Íåîáõîäèìî ïðèñûëàòü ðåøåííîå çà-
äàíèå òîãî êëàññà, â êîòîðîì Âû áóäåòå ó÷èòüñÿ
â Çàî÷íîé øêîëå.

Ìîæíî ïðèñûëàòü ðàáîòû è ïî ýëåêòðîííîé
ïî÷òå. Òðåáîâàíèÿ ê îôîðìëåíèþ ðàáîò â
ýëåêòðîííîì âèäå, íåîáõîäèìûå äîêóìåíòû è
ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ÇØ ìîæíî íàéòè íà
ñàéòå çàî÷íîé øêîëû http://zfmsh.nsu.ru

Íàø àäðåñ: 630090 Íîâîñèáèðñê, óë.Ïèðîãî-
âà, 11, Çàî÷íàÿ øêîëà ÑÓÍÖ ÍÃÓ

Òåëåôîí/ôàêñ: (383) 363-40-66
E-mail: zfmsh@yandex.ru

Ïåðâûå çàäàíèÿ
íà 2017/18 ó÷åáíûé ãîä
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5 êëàññ

1. Ôèãóðó, ñîñòàâëåííóþ èç øåñòè ðàâíûõ
êâàäðàòîâ (ðèñ. 1), ðàçäåëèòå íà ÷åòûðå
îäèíàêîâûå ôèãóðû.

2. Àâòîìîáèëü îò
ïóíêòà À äî ïóíêòà Á
ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ åäåò
25 ìèí. Åñëè áû îí
äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ
íà 3 êì/÷ áîëüøå, òî âåñü ïóòü ïðîåõàë áû
çà 24 ìèí. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà À
äî ïóíêòà Á.

3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, çàïèñûâàåìûõ öèôðàìè îò 0
äî 9 âêëþ÷èòåëüíî, â çàïèñè êîòîðûõ íå
âñòðå÷àåòñÿ öèôðà 9.

4. Îäíó èç ñòîðîí êâàäðàòà óâåëè÷èëè íà
3 ñì, äðóãóþ óìåíüøèëè íà 2 ñì è ïîëó÷è-
ëè ïðÿìîóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî íà

230 ñì  áîëüøå ïëîùàäè êâàäðàòà. Íàéäèòå
ñòîðîíó ýòîãî êâàäðàòà.

5. Íàéäèòå ñóììó 2017 – 2015 + 2013 –
– 2011 + … + 5 – 3 + 1.

6. Ëèñò áóìàãè ðàçðåçàëè íà òðè ÷àñòè.
Çàòåì íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé òàê-
æå ðàçðåçàëè íà òðè ÷àñòè êàæäóþ è òàê
ïðîäåëàëè íåñêîëüêî ðàç. Ìîæåò ëè ïðè
ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà âñåõ ÷àñòåé ïîëó÷èòüñÿ
÷èñëî 2018 è ïî÷åìó?

6 êëàññ

1. Â âûðàæåíèè 2 : 3 : 4 : 5 ðàññòàâüòå
ñêîáêè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü íàèáîëüøåå
÷èñëî.

2. Àëåøà ïðîåõàë ïåðâóþ ïîëîâèíó íå-
êîòîðîãî ïóòè íà âåëîñèïåäå ñî ñêîðîñòüþ
12 êì/÷, à âòîðóþ ïðîøåë ïåøêîì ñî ñêî-
ðîñòüþ 4 êì/÷. Áîðÿ âåñü ýòîò ïóòü áåæàë
ñî ñêîðîñòüþ 7 êì/÷. Êòî èç ìàëü÷èêîâ
çàòðàòèë íà âåñü ïóòü áîëüøå âðåìåíè?

3. Íàéäèòå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

m è n òàêèå, ÷òî 
1 1 1

7m n
�� �� .

4. Íàéäèòå ñóììó 2017 – 2014 + 2011 –
– 2008 + … + 7 – 4 + 1.

5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ íîìå-
ðîâ, çàïèñûâàåìûõ öèôðàìè îò 0 äî 9 âêëþ-
÷èòåëüíî, ó êîòîðûõ âñå öèôðû ðàçëè÷íû è
îäíà èç íèõ íå ðàâíà 5.

6. Ôèãóðó, ñîñòàâëåííóþ èç
òðåõ ðàâíûõ êâàäðàòîâ (ðèñ.2),
ðàçäåëèòå íà âîñåìü îäèíàêî-
âûõ ôèãóð.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß



È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß 45

7 êëàññ

1. Äëÿ íîâîãîäíèõ ïîäàðêîâ çàêóïèëè 42
øîêîëàäêè òðåõ âèäîâ: ïî 50 ðóáëåé, ïî 60
ðóáëåé è ïî 70 ðóáëåé, çàòðàòèâ íà íèõ 2500
ðóáëåé. Íàéäèòå, êàêèõ øîêîëàäîê, ïåðâîãî
èëè òðåòüåãî âèäà, áûëî çàêóïëåíî áîëüøå è
íà ñêîëüêî.

2. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí íàèìåíüøèé ïåðè-
ìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, êîòîðûé ìîæíî ñî-
ñòàâèòü èç 300 ìàëåíüêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàçìåðîì 1 2�s  ñì.

3. Íàéäèòå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

m è n òàêèå, ÷òî 
1 1 1

13m n
�� �� .

4. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ íîìå-
ðîâ, çàïèñûâàåìûõ öèôðàìè îò 0 äî 9 âêëþ-
÷èòåëüíî, ó êîòîðûõ ñóììà ïåðâîé è òðåòüåé
öèôð ðàâíà 11.

5. Íàéäèòå ñåìü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà ñóììå
íåêîòîðûõ ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë.

6. Ëèñò áóìàãè ðàçðåçàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè.
Çàòåì íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé òàê-
æå ðàçðåçàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè êàæäóþ è òàê
ïðîäåëàëè íåñêîëüêî ðàç. Ìîæåò ëè ïðè
ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà âñåõ ÷àñòåé ïîëó÷èòüñÿ
÷èñëî 2018 è ïî÷åìó?

8 êëàññ

1. Öåíó òîâàðà óâåëè÷èëè íà 28%. Íàéäè-
òå, ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñîñòàâëÿåò ïîâûøå-
íèå öåíû òîâàðà îò åãî íîâîé öåíû.

2. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 76 42 3�  â âèäå

3a b�� , ãäå a è b – öåëûå ÷èñëà.

3. Â âûðàæåíèå 
3 7
3 7
n
n

��
�

 âìåñòî n ïîäñòàâ-

ëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íàéäèòå, ïðè
êàêîì n ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå áóäåò íàèìåíü-
øèì.

4. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD  òî÷êè M  è N
– ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD  ñîîòâåòñòâåííî.
×åðåç òî÷êó M ïðîâîäèòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñå-
êàþùàÿ äèàãîíàëü AC â òî÷êå P è ëó÷ CB â
òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî MNP MNQ�• �� �• .

5. Íàéäèòå ñóììó 2017 – 2010 + 2003 –
– 1996 + … + 15 – 8 + 1.

6. Íàéäèòå äåâÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà ñóììå
íåêîòîðûõ ñåìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë.

9 êëàññ

1. Íàéäèòå, ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷å-
íèè a óðàâíåíèå

|x – 1| + | x – 2| + | x – 4| + | x – 7| = a

èìååò ðåøåíèÿ.
2. Ïî äîðîæêå ñòàäèîíà äëèíîé 400 ì èç

îäíîé òî÷êè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè âûáåãàþò òðè ñïîðòñìåíà ñî ñêîðîñòÿ-
ìè 12 êì/÷, 15 êì/÷ è 17 êì/÷. Íàéäèòå,
÷åðåç êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ ñïîðòñìåíû
ïîðàâíÿþòñÿ.

3. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, äâà êîðíÿ êîòî-
ðîãî – ÷èñëà 2 3��  è 3 2� .

4. Â òðàïåöèè ABCD  ñ îñíîâàíèÿìè AD  =
= 9 è BC = 7 óãîë ïðè âåðøèíå A ïðÿìîé, à
äèàãîíàëü AC ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå CD .
Íàéäèòå îòíîøåíèå ÀÂ : CD .

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 4 4200 201�� ��
2 2200 201�� �–  ñîñòàâíîå.

6. Äîêàæèòå, ÷òî íà êëåò÷àòîé áóìàãå,
ñîñòàâëåííîé èç êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 1, íå
ñóùåñòâóåò äâóõ âåðøèí, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè ðàâíî 1000 3.

10 êëàññ

1. Ðûáàêè ïîéìàëè íå ìåíåå 30 è íå áîëåå
100 ðûá, èç êîòîðûõ 48 % îêóíåé. Ïÿòü ðûá
áûëî îòïóùåíî â îçåðî. Ïîñëå ýòîãî îêàçà-
ëîñü, ÷òî ñðåäè îñòàâøèõñÿ ðûá 50 % ñîñòàâ-
ëÿþò îêóíè. Íàéäèòå, ñêîëüêî ðûá ïîéìàëè
ðûáàêè.

2. Íàéäèòå âñå ïàðû �� �	;x y  öåëûõ ÷èñåë,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

1 1
5

5 5
x y� �� � �� .

3. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâ-
íåíèÿ

2 24 12 9 4 12 9 6x x x x� �� �� �� �� �� .

4. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD  ñ
îñíîâàíèÿìè AD  = 5 è BC = 3 äèàãîíàëü AC
ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå CD . Íàéäèòå ïëî-
ùàäü ýòîé òðàïåöèè.

5.  Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 
1 1 1
a b c

�� �� ��

1
a b c

��
�� ��

, òî 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

a b c a b c
�� �� ��

�� ��
.

6. Ñì. çàäà÷ó 6 äëÿ 9 êëàññà.
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11 êëàññ

1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 10 êëàññà.
2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ íîìå-

ðîâ, çàïèñûâàåìûõ öèôðàìè îò 0 äî 9 âêëþ-
÷èòåëüíî, ó êîòîðûõ ðîâíî äâå öèôðû ñîâïà-
äàþò.

3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD  ñ íåðàâíûìè
ñòîðîíàìè AB è CD  âïèñàíà îêðóæíîñòü,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD  è AD
â òî÷êàõ K , L , M  è N  ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AC, KL  è MN  èìåþò
îáùóþ òî÷êó.

4. Íàéäèòå, íà êàêóþ íàèáîëüøóþ ñòåïåíü
÷èñëà 3 äåëèòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë îò 1 äî 2017 âêëþ÷èòåëüíî.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé
2 2x y�� ��  è 2 2x y�� �� .

6. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a íàõîäÿò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

�� �	 �� �	 �� �	1 sin 2 3 cos2f x a x a x�� �� �� � ,

ðàâíîå �� �	M a . Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå �� �	M a .

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÒÄÅËÅÍÈÅ

Ô È Ç È Ê À

7 êëàññ

1. Èçìåðüòå ëèíåéêîé äëèíó, øèðèíó è
âûñîòó òâåðäîé êîðîáêè, íàïðèìåð èç-ïîä
îáóâè. Îïðåäåëèòå ïëîùàäü êàæäîé ïîâåðõ-
íîñòè è îáúåì êîðîáêè. Îöåíèòå îøèáêó
êàæäîãî èç ïðîâåäåííûõ èçìåðåíèé.

2. Èçìåðüòå äëèíó ñâîåãî øàãà. Ïîëüçóÿñü
ýòîé «ìåðîé», îïðåäåëèòå äëèíó ïóòè, êîòî-
ðûé âû ïðîõîäèòå äî øêîëû èëè àâòîáóñíîé
îñòàíîâêè. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ ïóòè.

3. Àâòîìîáèëü ïðîõîäèò ïåðâóþ ïîëîâèíó
ïóòè ñî ñêîðîñòüþ 1v  = 70 êì/÷, à âòîðóþ
– ñî ñêîðîñòüþ 2v  = 30 êì/÷. Îïðåäåëèòå
ñðåäíþþ ñêîðîñòü íà âñåì ïóòè.

4. Îïåðó ñëóøàþò: çðèòåëü, ñèäÿùèé â
çàëå òåàòðà, è ðàäèîñëóøàòåëü, íàõîäÿùèé-
ñÿ âîçëå ïðèåìíèêà. Ìèêðîôîí óñòàíîâëåí
â îðêåñòðå. Ñêîðîñòü çâóêà v = 340 ì/ñ.
Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí

83 10c �� �–  ì/ñ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè 1s  îò
îðêåñòðà äîëæåí ñèäåòü çðèòåëü, ÷òîáû ñëû-
øàòü îäíîâðåìåííî ñ ðàäèîñëóøàòåëåì, åñëè
ïîñëåäíèé íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2s  =
= 7500 êì îò òåàòðà?

5. Êàáèíà ëèôòà îïóñòèëàñü ñ îäèííàäöà-
òîãî ýòàæà çäàíèÿ íà ïÿòûé, à çàòåì ïîäíÿ-
ëàñü íà âîñüìîé ýòàæ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ýòàæàìè ðàâíû L = 4 ì, îïðåäå-
ëèòå ïóòü è ïåðåìåùåíèå êàáèíû.

8 êëàññ

1. Ñì. çàäà÷ó 1 äëÿ 7 êëàññà.
2. Êàòåð, äâèãàÿñü ïî òå÷åíèþ ìåæäó äâó-

ìÿ ïóíêòàìè, çàòðàòèë âðåìÿ 1t , à âîçâðàùà-
ÿñü îáðàòíî, îí çàòðàòèë âðåìÿ 2t . Ñêîðîñòü
êàòåðà îòíîñèòåëüíî âîäû v. Íàéäèòå ñêî-
ðîñòü òå÷åíèÿ.

3. Äâà ïîåçäà äëèíîé 1L  = 600 ì è 2L  =
= 800 ì èäóò ïî ïàðàëëåëüíûì ïóòÿì â
îäíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòÿìè 1v  =
= 54 êì/÷ è 2v  = 72 ì/÷ ñîîòâåòñòâåííî.
Ñêîëüêî âðåìåíè îíè ïðî-
õîäÿò äðóã ìèìî äðóãà?

4. Îïðåäåëèòå ñèëó íà-
òÿæåíèÿ íèòè, ñâÿçûâàþ-
ùåé äâà øàðèêà îáúåìîì

310 ñì  êàæäûé, åñëè âåðõ-
íèé øàðèê ïëàâàåò, íàïî-
ëîâèíó ïîãðóçèâøèñü â
âîäó (ðèñ.3). Íèæíèé øà-
ðèê â 3 ðàçà òÿæåëåå âåðõ-
íåãî.

5. Òåëî ìàññîé m, óïàâøåå ñ âûñîòû H ,
âíîâü ïîäíÿëîñü íà âûñîòó h. Êàêîå êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû Q âûäåëèëîñü ïðè óäàðå òåëà
î ïîâåðõíîñòü?

9 êëàññ

1. Êîãäà â êàñòðþëþ ñ êèïÿùåé âîäîé
áðîñèëè ïîðöèþ çàìîðîæåííûõ ïåëüìåíåé,
óðîâåíü âîäû â íåé ïîäíÿëñÿ íà âûñîòó 1h .
×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïåëüìåíè ñâàðèëèñü
è âñïëûëè – ïîñëå ýòîãî óðîâåíü âîäû ïîä-
íÿëñÿ åùå íà 2h . Âî ñêîëüêî ðàç ïëîòíîñòü
çàìîðîæåííûõ ïåëüìåíåé áîëüøå ïëîòíîñòè
êèïÿùåé âîäû? Ïåëüìåíè íå âïèòûâàþò
âîäó.

2. Èìåþòñÿ äâå îäèíàêîâûå ëèíåéêè ðàç-
ìåðîì 30 2,5 0,4a b c�s �s �� �s �s  ñì è ãðóçèê
èçâåñòíîé ìàññû. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
ìàññó ëèíåéêè. Äëÿ ýòîãî îäíà ëèíåéêà
óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðòèêàëüíî, à âòîðàÿ âûê-
ëàäûâàåòñÿ íà ïåðâóþ òàê, ÷òîáû ëèíåéêè
îáðàçîâûâàëè áóêâó T è ãîðèçîíòàëüíàÿ
ëèíåéêà íå ïàäàëà (ðèñ.4). Çàòåì áåðóò
ãðóçèê èçâåñòíîé ìàññû m è íàõîäÿò ìèíè-
ìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ 1x  è 2x  äî êðàåâ ëèíåé-

Ðèñ. 3
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êè, ïðè êîòîðûõ îí íå
ïåðåâîðà÷èâàåò ëè-
íåéêó. Îïðåäåëèòå
ìàññó ëèíåéêè.

3. Ýêñïåðèìåíòàòîð
â êàáèíåòå õèìèè ãðåë
âîäó íà ãàçîâîé ãî-
ðåëêå. Ïðè ýòîì îí
íåïðåðûâíî êîíòðî-
ëèðîâàë òåìïåðàòóðó

â êîëáå ñ âîäîé. Ãðàôèê òåìïåðàòóðû ïðèâå-
äåí íà ðèñóíêå 5, à âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ –
â òàáëèöå. Ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè 2t  è

3t  ýêñïåðèìåíòàòîð äîáàâèë â êîëáó íåêîòî-
ðîå êîëè÷åñòâî âîäû êîìíàòíîé òåìïåðàòó-
ðû. Îïðåäåëèòå òåìïåðàòóðó â êîìíàòå.

4. Èç ïðîâîëîêè ñäåëàëè äâà îäèíàêîâûõ
ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà (ðèñ.6). Ñîïðî-
òèâëåíèå êàæäîãî èç íèõ ìåæäó âåðøèíîé è

ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû, òî÷êè
A è B, ðàâíî ABR . Âòîðîé òðåóãîëüíèê â
çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîì ïîëîæåíèè íàëî-
æèëè íà ïåðâûé è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñïàÿëè.
Êàêèì áóäåò ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷êàìè
C è D  ïîëó÷åííîé ôèãóðû?

5. Äâå ïðÿìûå äîðîãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä
ïðÿìûì óãëîì. Ïî êàæäîé èç íèõ åäåò
àâòîìîáèëü. Ñêîðîñòü àâòîìîáèëåé îäíà è òà
æå è ðàâíà v. Ïåðâûé èç íèõ ïðîøåë ìåñòî

ïåðåñå÷åíèÿ äîðîã â ìîìåíò âðåìåíè 1t , à
âòîðîé – â ìîìåíò âðåìåíè 2t , 2 1t t�� . Íà
êàêîì ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ðàçîøëèñü
àâòîìîáèëè?

10 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 5 äëÿ 9 êëàññà.
2. Ðàêåòà ñòàðòîâàëà ñ çåìëè âåðòèêàëüíî.

Äâèãàòåëü ðàêåòû ñîçäàâàë ïîñòîÿííóþ ñèëó
òÿãè âïëîòü äî åãî âûêëþ÷åíèÿ, êîòîðîå
ïðîèçîøëî ÷åðåç âðåìÿ �T íà âûñîòå h. Äî
êàêîé ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ïîäíÿëàñü ðà-
êåòà?

3. ×åòûðå îäèíàêîâûå áóñèíêè ìàññîé m
êàæäàÿ íàíèçàëè íà íèòü. Êðàéíèå áóñèíêè
çàêðåïèëè íà êîíöàõ íèòè, ïîñëå ÷åãî áóñèí-
êè è íèòü ðàñïîëîæèëè íà ãîðèçîíòàëüíîì
ñòîëå â âèäå ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 7 ñèì-
ìåòðè÷íîé ôèãóðû. Êàêèå óñêîðåíèÿ ïðèîá-
ðåòóò áóñèíêè, åñëè ê ñåðåäèíå íèòè ïðèëî-

æèòü ñèëó F, íàïðàâëåííóþ âäîëü îñè ñèì-
ìåòðèè ôèãóðû? Òðåíèÿ íåò.

4. ×åðåç áëîê ïåðåáðîøåíà íèòü, óäåðæè-
âàþùàÿ äâà öèëèíäðè÷åñêèõ ãðóçà ñ îäèíà-
êîâûìè ìàññàìè, íî ðàçíûìè ïëîùàäÿìè
îñíîâàíèé 1S  è 2S  (ðèñ.8). Ãðàôèê ïîêàçû-
âàåò, êàê ñèëà, êîòîðàÿ óäåðæèâàåò áëîê â
ðàâíîâåñèè, çàâèñèò îò âûñîòû, íà êîòîðîé
áëîê íàõîäèòñÿ. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü æèä-

êîñòè. Îñè öèëèíäðîâ ðàñïîëîæåíû âåðòè-
êàëüíî.

5. Ïóëÿ ìàññîé m = 9 ã çàñòðåâàåò â
ìèøåíè ìàññîé Ì = 1 êã, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ìèøåíü ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü îòäà÷è u =
= 7 ì/ñ. Íà ñêîëüêî ïîñëå ýòîãî óâåëè÷èòñÿ
òåìïåðàòóðà ìèøåíè? Óäåëüíàÿ òåïëîåì-
êîñòü ìèøåíè ñ = ( )1 êÄæ êã Ê× . Ñ÷èòàéòå
ìàññó ïóëè ìíîãî ìåíüøåé ìàññû ìèøåíè,
m M= .

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

«ÌÈÝÒ»
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11 êëàññ

1. Äâà ÷åëîâåêà â ñïîðòçàëå îáìåíèâàþòñÿ
ìÿ÷àìè, ïîñûëàåìûìè íà ñòåíó çàëà è óïðó-
ãî îòñêàêèâàþùèìè îò ýòîé ñòåíû. Îäèí
÷åëîâåê íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 ì îò
ñòåíû, à äðóãîé – íà ðàññòîÿíèè 6 ì. Ñ
êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ êàæäûé èç
íèõ äîëæåí ïîñûëàòü ìÿ÷, ÷òîáû äðóãîé
ó÷àñòíèê ïàññà ìîã åãî ïîéìàòü?

2. Íà çàêðåïëåííîé äâóìÿ êîíöàìè íà
îäíîì óðîâíå íèòè âèñèò íàäåòàÿ íà íåå

áóñèíêà ìàññîé m.
Îïðåäåëèòå äåé-
ñòâóþùóþ íà áó-
ñèíêó ãîðèçîí-
òàëüíóþ ñèëó, ïðè
êîòîðîé áóñèíêà

ïðèìåò èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 9 ïîëîæå-
íèå. Òðåíèÿ íåò.

3. Äëÿ ïîäúåìà ãðóçà ñî äíà ìîðÿ âîäîëà-
çû íàïîëíèëè ýëàñòè÷íóþ êàìåðó âîçäóõîì
èç áàëëîíà. Ïîäúåìíîé ñèëû êàìåðû îêàçà-
ëîñü íåäîñòàòî÷íî: åå õâàòèëî òîëüêî íà òî,
÷òîáû îòîðâàòü îò äíà ãðóç, ìàññà êîòîðîãî
âìåñòå ñ êàìåðîé ðàâíà m, ÷òî íà m�$  ìåíü-
øå, ÷åì èì áûëî íóæíî. Âîäîëàçû âñå æå
âûïîëíèëè ñâîþ çàäà÷ó, ïîòîìó ÷òî ó íèõ
áûëà âåðåâêà. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíî íå-
îáõîäèìóþ äëèíó âåðåâêè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è. Äàâëåíèå íà äíå ð, ïëîòíîñòü âîäû
�R, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g, ìàññîé
âåðåâêè ïðåíåáðå÷ü.

4. Èç çàêðåïëåííîé ïðóæèííîé ïóøêè
ñòðåëÿþò, âñòàâëÿÿ ñíàðÿä ìàññîé m = 50 ã

â ñòâîë íà ðàçíóþ
ãëóáèíó. Ïóøêà èìå-
åò ïåðâîíà÷àëüíî ñæà-
òóþ ïðóæèíó è ïîð-
øåíü, âñòàâëåííûé â
öèëèíäð ñ óïîðàìè íà
êîíöàõ (ðèñ.10). Â
òàáëèöå ïðèâåäåíû
çíà÷åíèÿ ãëóáèíû h,
íà êîòîðóþ âñòàâëÿëñÿ ñíàðÿä, è ðàññòîÿíèå
õ îò ïóøêè äî òî÷êè åãî ïàäåíèÿ íà ãîðèçîí-

òàëüíóþ ïîâåðõíîñòü. Îïðåäåëèòå æåñòêîñòü
ïðóæèíû. Ñòâîë ïóøêè íàïðàâëåí ïîä óã-
ëîì 45�o ê ãîðèçîíòó. Ïîðøåíü äâèæåòñÿ ñ
òðåíèåì. Òðåíèåì ñíàðÿäà î âîçäóõ, ìàññîé
ïîðøíÿ è ðàçìåðîì ïóøêè ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

210 ì ñg �� .
5. Íà ãëàäêèé ãîðèçîíòàëüíûé ñòîë ïîëî-

æèëè êëèí ñ óãëîì ïðè îñíîâàíèè �A è
òåííèñíûé ìÿ÷èê
(ðèñ.11). Ìàññû
êëèíà è ìÿ÷èêà îäè-
íàêîâû. Êëèí òîë-
êíóëè, è îí íà÷àë
äâèãàòüñÿ â íàïðàâ-
ëåíèè ìÿ÷èêà. Ïðè
êàêîì óãëå �A óïðóãî îòñêî÷èâøèé îò êëèíà
ìÿ÷èê óïàäåò âïåðåäè êëèíà? Òðåíèÿ íåò.

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Èíòåðíåò-îëèìïèàäû ïî ôèçèêå

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåð-
ñèòåò «ÌÈÝÒ» íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ïðî-
âîäèò äëÿ ñòàðøåêëàññíèêîâ îëèìïèàäû ïî
ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è èíôîðìàòèêå, êîòîðûå

ïîëüçóþòñÿ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ñðåäè
øêîëüíèêîâ Ìîñêâû è Ìîñêîâñêîé îáëàñòè.
×òîáû ðàñøèðèòü êðóã ó÷àñòíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ
2010 ãîäà îëèìïèàäû ïðîâîäÿòñÿ â çàî÷íîé
ôîðìå, èñïîëüçóÿ èíòåðíåò-òåõíîëîãèè.

Îëèìïèàäà ïî ôèçèêå ïðîõîäèò ïîä íàçâà-
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ñÿ äàâëåíèå ñìåñè ýòèõ ãàçîâ, åñëè áàëëîíû
ñîåäèíèòü ìåæäó ñîáîé òîíêèìè òðóáêàìè?
Íà÷àëüíûå òåìïåðàòóðû ãàçîâ îäèíàêîâû è
ðàâíû êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ñìåñè.

5. Â çàìêíóòîì ñîñóäå îáúåìîì V = 5 ë
íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç ïðè
äàâëåíèè p = 200 êÏà. Âî ñêîëüêî ðàç óâå-
ëè÷èòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà ïðè ñîîá-
ùåíèè åìó êîëè÷åñòâà òåïëîòû Q = 3 êÄæ?

6. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñ-
òè íàõîäèòñÿ îäíîðîäíî çàðÿæåííîå äèýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëóêîëüöî AB, êîòîðîå ìîæåò
ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñâîáîäíûé êîíåö
A (ðèñ.2). Ïîñëå
òîãî êàê ìåäëåí-
íî âêëþ÷èëè îä-
íîðîäíîå ýëåêò-
ðè÷åñêîå ïîëå,
âåêòîð íàïðÿæåí-
íîñòè E

ur
 êîòîðî-

ãî ïàðàëëåëåí äè-
àìåòðó êîëüöà â
åãî ïåðâîíà÷àëü-
íîì ïîëîæåíèè,
ïîëóêîëüöî ïî-
âåðíóëîñü íà
óãîë �A. Êàêóþ ðàáîòó íóæíî ñîâåðøèòü,
÷òîáû ìåäëåííî âåðíóòü ïîëóêîëüöî â ïåð-
âîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå? Ðàäèóñ ïîëóêîëü-
öà R, åãî çàðÿä q, ìîäóëü âåêòîðà íàïðÿæåí-
íîñòè E.

7. Ê èñòî÷íèêó c ÝÄÑ E  = 12 Â ïîäêëþ-
÷èëè ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå ìåæäó ñîáîé
ëàìïî÷êó è âîëüòìåòð. Ïðè ýòîì âîëüòìåòð
ïîêàçàë íàïðÿæåíèå U = 10 Â, à íà ëàìïî÷-
êå âûäåëèëàñü ìîùíîñòü P = 5 Âò. Íàéäèòå
ïîêàçàíèå àìïåðìåòðà, âêëþ÷åííîãî â äàí-
íóþ öåïü âìåñòî âîëüòìåòðà. Âîëüòìåòð è
àìïåðìåòð ñ÷èòàéòå èäåàëüíûìè.

8. Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íà òîíêóþ ñîáèðàþ-
ùóþ ëèíçó ñ îïòè÷åñêîé ñèëîé D = 5 äïòð
ïîä óãëîì �A ê ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè è
ïðåëîìëÿåòñÿ â ëèíçå íà ðàññòîÿíèè h =
= 1 ñì îò åå îïòè÷åñêîãî öåíòðà, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 3.
Ïðè êàêîì ìàêñè-
ìàëüíîì çíà÷åíèè
óãëà �A ýòîò ëó÷
ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ
â ëèíçå ïåðåñå÷åò
åå ãëàâíóþ îïòè-
÷åñêóþ îñü?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

íèåì «Ïîâåðü â ñåáÿ!» Îíà íå ñîäåðæèò ñâåðõ-
ñëîæíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò ðåøàòü òîëüêî
ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííûå øêîëüíèêè. Ïî-
÷òè âñå çàäà÷è äîïóñêàþò ïðîñòûå ðåøåíèÿ áåç
ãðîìîçäêîé àëãåáðû íà îñíîâå çíàíèé îáû÷-
íîé øêîëüíîé ïðîãðàììû. Îäíàêî âìåñòå ñ
âïîëíå ñòàíäàðòíûìè çàäà÷àìè â çàäàíèÿõ
îëèìïèàäû ìîæíî íàéòè è íîâûå, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ñðàçó íå î÷åâèäíû.

Ñ 2015 ãîäà íàðÿäó ñ îëèìïèàäîé «Ïîâåðü â
ñåáÿ!» ÌÈÝÒ ñòàë ïðîâîäèòü ïî ñõîæåìó ðåã-
ëàìåíòó åùå îäíó îëèìïèàäó äëÿ øêîëüíèêîâ
– «Ðèòì ÌÈÝÒ».

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è, ïðåäëàãàâøèåñÿ
íà çàêëþ÷èòåëüíûõ òóðàõ ýòèõ îëèìïèàä.

Îëèìïèàäà «Ïîâåðü â ñåáÿ!»

1. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿí-
íûì óñêîðåíèåì, îòëè÷íûì îò íóëÿ. Çà ïåð-
âóþ ñåêóíäó äâèæåíèÿ òåëî ïðîøëî òàêîé æå
ïóòü s = 4 ì, ÷òî è çà òðåòüþ ñåêóíäó.
Îïðåäåëèòå íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü òåëà.

2. Òâåðäîå òåëî ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêî-
âûõ îäíîðîäíûõ öèëèíäðîâ ðàäèóñîì R êàæ-
äûé, ñîåäèíåííûõ ëåãêîé ïëàñòèíîé. Òåëî

ïîñòàâèëè â äâóõãðàí-
íûé óãîë, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 1. Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó îñÿìè
öèëèíäðîâ l = 3R, óãîë
ï î ë ó ð à ñ ò â î ð à

30�A �� �o. Ïðè êàêîì
êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ
ìåæäó öèëèíäðîì è
óãëîì îáåñïå÷èâàåòñÿ
ðàâíîâåñèå òåëà ïðè
ëþáîì íàêëîííîì åãî
ïîëîæåíèè âíóòðè
óãëà?

3. Â ìîìåíò ñòàðòà àâòîãîíùèê äëÿ ñêîðåé-
øåãî íàáîðà ñêîðîñòè ðàçâèë ìàêñèìàëüíóþ
ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ P = 500 êÂò. Ìàøèíà
ïðè ýòîì ñòàëà óñêîðÿòüñÿ â ðåæèìå ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ äâóõ âåäóùèõ êîëåñ âïëîòü äî
ñêîðîñòè v = 50 ì/ñ. Êàêàÿ ÷àñòü ñîâåðøåí-
íîé äâèãàòåëåì ðàáîòû ïåðåøëà â ýíåðãèþ
äâèæåíèÿ ìàøèíû? Ìàññà ìàøèíû (ñ ó÷å-
òîì ìàññû ãîíùèêà) M = 1000 êã, êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ ïðîòåêòîðîâ êîëåñ î äîðîãó
�M = 0,5.

4. Èìåþòñÿ òðè îäèíàêîâûõ áàëëîíà: â
äâóõ èç íèõ íàõîäèòñÿ àðãîí ïîä äàâëåíèåì

1p  = 100 êÏà, à â òðåòüåì – ãåëèé ïîä
äàâëåíèåì 2p  = 400 êÏà. Êàêîå óñòàíîâèò- Ðèñ. 3
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Îëèìïèàäà «Ðèòì ÌÈÝÒ»

1. Ñ âåòêè äåðåâà, ðàñïîëîæåííîé íà âû-
ñîòå H = 5 ì, ñ èíòåðâàëîì �T = 0,5 ñ
îòðûâàþòñÿ êàïëè âîäû è ïàäàþò íà òðîòó-
àð. Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ äîë-
æåí èäòè ïåøåõîä, ÷òîáû, íå çàìî÷èâøèñü,
ïðîñêî÷èòü îïàñíîå ìåñòî? Ñ÷èòàéòå, ÷òî
ðîñò ïåøåõîäà h = 180 ñì, äèàìåòð åãî
øàïêè D = 30 ñì, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ 210 ì ñg �� . Ñîïðîòèâëåíèåì âîç-
äóõà ïðåíåáðå÷ü.

2. Êîñòÿ Èíî÷êèí çàáåæàë â êàáèíåò ôè-
çèêè è ïðè ïîìîùè ñóïåðêëåÿ çàêðåïèë â
äâóõ îäèíàêîâûõ ÿùèêàõ òðè êàêèõ-òî ïðåä-
ìåòà. Ïîòîì âçâåñèë ÿùèêè íà ïðóæèííûõ
âåñàõ – ìàññà êàæäîãî èç íèõ îêàçàëàñü
ðàâíîé 3 êã. Êîñòÿ óðîíèë ÿùèêè ñ íóëå-
âîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ – îäèí èç íèõ
íà÷àë ïàäàòü ñ óñêîðåíèåì g, à äðóãîé ñ
óñêîðåíèåì 1,5 g. Êàêèå ïðåäìåòû è êàê
Êîñòÿ çàêðåïèë â ÿùèêàõ? Êàêîâà ìàññà
ïóñòîãî ÿùèêà?

3. Â îäíîðîäíîì äèñêå ìàññîé M  è ðàäè-
óñîì R âûðåçàëè êðóãëîå îòâåðñòèå ðàäèó-

ñîì 2R  (ðèñ.4). Äèñê ìîæåò ñâîáîäíî
âðàùàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè äèñêà è ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé,
îãðàíè÷èâàþùèõ äèñê è îòâåðñòèå. Êàêóþ
ðàáîòó íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òîáû ìåäëåííî
îòêëîíèòü äèñê îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
íà óãîë �A? Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ðàâíî g.

4. Ñòåêëÿííóþ áóòûëêó ïëîòíî çàêðûëè
ïðîáêîé óòðîì, à îòêðûëè äíåì. Êàêàÿ ÷àñòü
âîçäóõà âûøëà èç áóòûëêè ïðè åå îòêðû-
âàíèè, åñëè òåìïåðàòóðà âîçäóõà èçìåíè-
ëàñü îò 1 18 Ct �� �o  óòðîì äî 2 27 Ct �� �o
äíåì? Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ñ÷èòàéòå ïî-
ñòîÿííûì.

5. Â ãåðìåòè÷íîì òåïëîèçîëèðîâàííîì
ñîñóäå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ îäèí ìîëü
ãåëèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 27 C�o  è íåáîëüøàÿ
ïðîâîëî÷íàÿ ñïèðàëü, ïîäêëþ÷åííàÿ ê èñ-
òî÷íèêó òîêà. Ãàç ìåäëåííî ïåðåâîäÿò â
íîâîå ñîñòîÿíèå ñ á óëüøèì îáúåìîì è òåì-
ïåðàòóðîé 127 C�o . Ïðîöåññ ïðîâîäÿò, ïå-
ðåìåùàÿ ïîðøåíü è ïðîïóñêàÿ ïî ñïèðàëè
ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ïðè÷åì äåëàþò ýòî òàê,
÷òî â ñïèðàëè âûäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû minQ  = 2 êÄæ.
Íàðèñóéòå ãðàôèê ýòîãî ïðîöåññà â êîîð-
äèíàòàõ îáúåì–äàâëåíèå è îïðåäåëèòå ìè-
íèìàëüíóþ òåìïåðàòóðó ãàçà â ýòîì ïðî-
öåññå. Òåïëîåìêîñòüþ ñîñóäà è ïîðøíÿ ïðå-
íåáðå÷ü.

6. Â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íà-
ïðÿæåííîñòüþ 0E  = 10 êÂ/ì çàêðåïëåí
òî÷åíûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä q = 1 íÊë.
Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíóþ ÷àñòîòó îáðà-
ùåíèÿ ýëåêòðîíà ïî êðóãîâîé îðáèòå â
ðàññìàòðèâàåìîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå.
Óäåëüíûé çàðÿä ýëåêòðîíà e m ��

111,76 10 Êë êã�� �– , ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ 12

0 8,85 10 Ô ì��E �� �– .
7. Ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ ïîäêëþ÷åíû

äâà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåçèñòî-
ðà ñîïðîòèâëåíèÿìè 1R  = 10 êÎì è 2R  =
= 20 êÎì. Íàïðÿæåíèå íà ïåðâîì ðåçèñòî-
ðå 1U  = 50 Â. Êàêîå íàïðÿæåíèå ïîêàæåò
âîëüòìåòð, åñëè åãî ïîäêëþ÷èòü ïàðàëëåëü-
íî ýòîìó ðåçèñòîðó? Ñîïðîòèâëåíèå âîëüò-
ìåòðà V 1R R�� , âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíè-
åì èñòî÷íèêà ïðåíåáðå÷ü.

8. Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò íà òîíêóþ ðàññåèâà-
þùóþ ëèíçó ñ îïòè÷åñêîé ñèëîé D =
= –10 äïòð ïîä óãëîì ê
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè è
ïðåëîìëÿåòñÿ â ëèíçå íà
ðàññòîÿíèè h = 1 ñì îò åå
îïòè÷åñêîãî öåíòðà, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.
Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì
çíà÷åíèè óãëà �A ýòîò ëó÷
ïîñëå ïðåëîìëåíèÿ â ëèí-
çå ïåðåñå÷åò åå ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ã.Ãàéäóêîâ, È.Ãîðáàòûé
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(ñì. «Êâàíò» ¹5)

1. 7 ñîëüäî.
 Ñäà÷à òðåìÿ ðàçíûìè ìîíåòàìè ñîñòàâëÿåò íå
ìåíüøå ÷åì 1 + 2 + 3 = 6 ñîëüäî. Òàê êàê ýòèõ
äåíåã íå õâàòèëî íà ìîðîæåíîå, òî îíî ñòîèò íå
ìåíüøå ÷åì 7 ñîëüäî. Áîëüøå ÷åì 7 ñîëüäî
ìîðîæåíîå ñòîèòü íå ìîæåò, èíà÷å íà äâà ìîðî-
æåíûõ Áóðàòèíî ïîòðàòèë áû íå ìåíüøå ÷åì
8 + 8 = 16 ñîëüäî, íî ó íåãî áûëà âñåãî îäíà
ìîíåòà, ò.å. íå áîëüøå ÷åì 20 ñîëüäî, è òîãäà îí
íå ñìîã áû ïîëó÷èòü 6 ñîëüäî ñäà÷è. Çíà÷èò,
ìîðîæåíîå ìîæåò ñòîèòü òîëüêî 7 ñîëüäî.
Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ïðîöåññ ïëàòû çà ìîðîæå-
íîå âûãëÿäåë òàê: 20 – 7 = 13; 13 – 7 = 6 = 1 +
+ 2 + 3.
2. Ñèíåãî.
Íà ïåðâîì öâåòíîì ôîòî – 8 êðàñíûõ ãðàíåé,
íà âòîðîì – 8 ñèíèõ, íà òðåòüåì – 8 æåëòûõ.
Òàê êàê ó ÷åòûðåõ êóáèêîâ â ñîâîêóïíîñòè
6 4 24´ =  ãðàíè è 8 3 24´ = , òî íà ïåðâîì
ôîòî åñòü âñå êðàñíûå ãðàíè, íà âòîðîì – âñå
ñèíèå, íà òðåòüåì – âñå æåëòûå. Íà ôîòîãðà-
ôèè ïàðàëëåëåïèïåäà âèäíû âñå ÷åòûðå êóáè-
êà, ïðè÷åì òîëüêî ó îäíîãî èõ íèõ îäíà ãðàíü
– âèäèìàÿ, à ó êàæäîãî èç òðåõ îñòàëüíûõ âèä-
íû õîòÿ áû äâå. Íà ïåðâîì öâåòíîì ôîòî åñòü
äâà êóáèêà, ó êîòîðûõ òîëüêî ïî îäíîé êðàñ-
íîé ãðàíè, çíà÷èò, èñêîìûé öâåò íå ìîæåò áûòü
êðàñíûì. Íà òðåòüåì öâåòíîì ôîòî åñòü êóáèê,
â êîòîðîì íåò æåëòûõ ãðàíåé, ñëåäîâàòåëüíî,
èñêîìûé öâåò íå æåëòûé. Òàêèì îáðàçîì, âñå
âèäèìûå ãðàíè êóáèêîâ ìîãóò áûòü òîëüêî ñè-
íèìè. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê íà âòîðîì öâåò-
íîì ôîòî: 1) åñòü êóáèê ñ òðåìÿ ñèíèìè ãðàíÿ-
ìè, èìåþùèìè îáùóþ âåðøèíó; 2) åñòü äâà êó-
áèêà, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü äâå ñîñåäíèå
ñèíèå ãðàíè; 3) åñòü åùå îäèí êóáèê ñ ñèíåé
ãðàíüþ.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü, êàê ðàñêðàøåíû âñå êóáèêè. Åñòü êóáèê ñ
òðåìÿ ñìåæíûìè êðàñíûìè è òðåìÿ ñìåæíûìè
ñèíèìè ãðàíÿìè, êóáèê ñ òðåìÿ ñìåæíûìè
êðàñíûìè, äâóìÿ æåëòûìè è îäíîé ñèíåé ãðà-
íüþ è äâà îäèíàêîâûõ êóáèêà ñ òðåìÿ ñìåæíû-
ìè æåëòûìè, äâóìÿ ñèíèìè è îäíîé êðàñíîé
ãðàíüþ.
3. Èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåì äâà:

7 6 5 3
9

4 8 1 2
+ + + = , 

5 6 9 2
7

4 8 3 1
+ + + = .

4. Äà, ìîæåò.
Ïðèìåðû – íà ðèñóíêå 1.

ÊÎÍÊÓÐÑ ÈÌÅÍÈ À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹4)

24. 182.
Åñëè êàêîå-òî êà÷åñòâî ó ôåè óâåëè÷èâàëîñü
êàæäûé äåíü, òî ñòàòü ïðåæíåé îíà íå ìîãëà.
Çíà÷èò, äëÿ òîãî ÷òîáû ôåÿ íå èçìåíèëàñü, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû êàæäîå åå êà÷åñòâî õîòÿ áû îäèí
ðàç óõóäøèëîñü èëè âñå âðåìÿ îñòàâàëîñü ïðå-
æíèì. Åñëè ôåé õîòÿ áû 183, òî ñóììàðíî ó íèõ
êà÷åñòâ 183 2 366× =  – ýòî áîëüøå, ÷åì ÷èñëî
äíåé â ãîäó. Íî êàæäûé äåíü óõóäøàåòñÿ èëè
îñòàåòñÿ ïðåæíèì òîëüêî îäíî êà÷åñòâî ó îäíîé
ôåè. Çíà÷èò, òàêîãî áûòü íå ìîãëî.
Ïîêàæåì, ÷òî ôåé ìîãëî áûòü 182. Òîãäà ó íèõ
364 êà÷åñòâà. Ïóñòü êàæäûé äåíü ïðîèñõîäèò
óìåíüøåíèå îäíîãî èç êà÷åñòâ, âñåãî óìåíüøå-
íèé 365. Ó 363 êà÷åñòâ áóäåò ïî îäíîìó óìåíü-
øåíèþ çà ãîä è ðîâíî íàñòîëüêî, íàñêîëüêî îíî
óâåëè÷èëîñü çà âñå îñòàëüíûå äíè. À ó îñòàâøå-
ãîñÿ êà÷åñòâà áóäåò äâà óìåíüøåíèÿ, îïÿòü æå
ðîâíî íàñòîëüêî, íàñêîëüêî îíî óâåëè÷èëîñü çà
îñòàëüíûå 363 äíÿ. Òîãäà ôåè ê êîíöó ãîäà
ñòàíóò òàêèìè æå, êàêèìè áûëè â åãî íà÷àëå.
25. à) Äà; á) äà; â) íåò.
à) Îáîçíà÷èì âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà A, B,
C, D . Òàê êàê AC – õîðäà îêðóæíîñòè, òî
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC äåëèò êðóã
ïîïîëàì. Ïîñòðîèì òî÷êó E, ñèììåòðè÷íóþ òî÷-
êå D  îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà.
Â ñèëó ñèììåòðèè òî÷êà E òîæå áóäåò ëåæàòü íà
ãðàíèöå êðóãà, à òàêæå AD  = CE è AE = BD .
Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCE  – èñêîìûé: îí
ëåæèò âíóòðè êðóãà è äëèíû åãî ñòîðîí òàêèå
æå, êàê è ó èñõîäíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îäíàêî
èõ ïîðÿäîê èçìåíèëñÿ. (Ôàêòè÷åñêè ìû ðàçðå-
çàëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ïî äèàãîíàëè AC, ïåðå-
âåðíóëè òðåóãîëüíèê ADC  è ñíîâà ñîåäèíèëè â
÷åòûðåõóãîëüíèê.) Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû
ïîëüçîâàëèñü òîëüêî òåì, ÷òî AC – õîðäà îêðóæ-
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íîñòè, ïîýòîìó åñëè òî÷êè B è D  áóäóò ëåæàòü
âíóòðè êðóãà, òî ðàññóæäåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì.
á) Ðàññìîòðèì îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è ABD . Åñëè òî÷êà D  ëåæèò âíå
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, òî òî÷êà C ëåæèò
âíóòðè îïèñàííîé îêðóæíîñòè ABD . Èòàê, äëÿ
îäíîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé (íàçîâåì åå �W) âåð-
íî, ÷òî íà íåé ëåæàò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåð-
øèíû ABCD , à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ëåæàò
âíóòðè íåå èëè íà ãðàíèöå. Ïóñòü, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè, íà åå ãðàíèöå ëåæàò òî÷êè A è C.
Õîðäà AC îêðóæíîñòè �W äåëèò åå íà äâà ñåãìåí-
òà, îäèí èç êîòîðûõ ëåæèò öåëèêîì âíóòðè èñ-
õîäíîé îêðóæíîñòè (òàê êàê åñëè ñåãìåíò íå
ëåæèò âíóòðè èñõîäíîé îêðóæíîñòè, òî îãðàíè-
÷èâàþùàÿ åãî äóãà ïåðåñåêàåò èñõîäíóþ îêðóæ-
íîñòü â äâóõ òî÷êàõ, à äâå ðàçíûå îêðóæíîñòè
ìîãóò èìåòü íå áîëüøå äâóõ îáùèõ òî÷åê). Çíà-
÷èò, äëÿ ýòîãî ñåãìåíòà ìîæíî ïðèìåíèòü ñîîá-
ðàæåíèÿ èç ðåøåíèÿ ïóíêòà à): ÷àñòü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà, ëåæàùóþ â ýòîì ñåãìåíòå, îòðàçèì
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îò-
ðåçêó AC. Ïîñëå îòðàæåíèÿ ñòîðîíû ïîìåíÿþò-
ñÿ ìåñòàìè è îñòàíóòñÿ âíóòðè ñåãìåíòà, à çíà-
÷èò, è âíóòðè èñõîäíîãî êðóãà.
â) Âîçüìåì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD  ñî ñòîðîíà-
ìè AB = BC = 1000, CD  = DA  =1001, êîòîðûé
ëåæèò â êðóãå äèàìåòðîì 1002 (ðèñ.2). Âîçüìåì
÷åòûðåõóãîëüíèê EFGH  ñî ñòîðîíàìè EF = GH =

= 1000, FG = HE =
= 1001 è ïîêàæåì, ÷òî
îí íå ìîæåò ëåæàòü
âíóòðè êðóãà. Òàê êàê
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-
ðîíû ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ðàâíû, ýòî ïàðàëëå-
ëîãðàìì. Îäèí èç åãî
óãëîâ, ñêàæåì EFG ,
íåîñòðûé, à çíà÷èò, â
òðåóãîëüíèêå EFG :

2 2 2EG EF GF³ +  (ýòî
ñëåäóåò èç òåîðåìû êîñèíóñîâ). Îòñþäà EG >
> 1400, ÷òî áîëüøå äèàìåòðà êðóãà. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.
26. 450.
Ïóñòü ïåðâûé õîä áûë ââåðõ. Ó êàæäîé êëåòêè
äâå êîîðäèíàòû – íîìåð åå ñòðîêè è íîìåð åå
ñòîëáöà. Åñëè ìû èäåì îò êëåòêè ( )1, 1  äî êëåòêè
(8,8), òî ìàðøðóò èìååò âèä

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 21,1 1, , , , , 8 8, 8y x y x y x y x- - - - - - .

Îí îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êëåòêàì
( )1 1,x y  è ( )2 2,x y , â êîòîðûõ áûëè ñäåëàíû 2-é
è 4-é ïîâîðîòû. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî âûáðàòü
äâå ïàðû 1 21 8x x< < < , 1 21 8y y< < < . Âûá-
ðàòü òàêèå ÷èñëà 1x  è 2x  – òî æå, ÷òî âûáðàòü

äâà èç øåñòè ðàçíûõ ïðåäìåòîâ, ýòî ìîæíî ñäå-

ëàòü 2
6

6 5
15

2
C

×
= =  ñïîñîáàìè. Ñòîëüêî æå ñïî-

ñîáîâ âûáðàòü 1y  è 2y . Çíà÷èò, âûáðàòü 1x ,

2x , 1y  è 2y  ìîæíî 215  = 225 ñïîñîáàìè.
Ñòîëüêî æå ñïîñîáîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïåðâûé
õîä áûë âïðàâî.
Âñåãî ñïîñîáîâ 225 + 225 = 450.
27. Ñòåïåíè ÷èñëà 4 äàþò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè
íà 3, çíà÷èò, 4 1 3 14 4 1n n

nA + += + +  êðàòíî òðåì.
Ðàñêðûâ ñêîáêè, íåòðóäíî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî:

4 1 3 1 8 2 6 24 4 1 2 2 1n n n n
nA + + + += + + = + + =

= ( )4 1 3 1 2 1 12 2 2 2 1n n n n+ + + ++ + + + ´

´ ( )4 1 3 1 2 1 12 2 2 2 1n n n n+ + + +- + - + .

Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè nA  â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ öåëûõ ÷èñåë. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî êàæ-
äîå èç íèõ áîëüøå òðåõ, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü,

÷òî ÷èñëî 
1
3 nA  ñîñòàâíîå:

4 1 3 1 2 1 12 2 2 2 1n n n n+ + + ++ + + + >

> 4 1 3 1 2 1 12 2 2 2 1n n n n+ + + +- + - + =

= ( ) ( )3 1 1 3 12 2 2 1 1 2 3n n n n+ + ++ - + > > .

ÌÀÃÈß ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑÅË
(ÇÀ ÊÓËÈÑÀÌÈ)

7. Óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó:
1

2cos 2 cos 1 0
2

a a
a a�J �J

-+
= Û - + =

ñ äèñêðèìèíàíòîì ( )24 cos 1 0D �J= - £ . Êàê æå
áûòü? Âñïîìíèì, îòêóäà âîîáùå áåðåòñÿ äèñêðè-
ìèíàíò. Ïðàâèëüíî – ïðè âûäåëåíèè ïîëíîãî
êâàäðàòà:

2
2 ,

2 4
p D

a pa q aæ ö+ + = + -ç ÷è ø
 ãäå D  = p2 – 4 q,

÷òî â ñëó÷àå 0D ³  ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ðàçíîñòü
êâàäðàòîâ. Íî ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ìû óìå-
åì ðàñêëàäûâàòü è ñóììó êâàäðàòîâ, òàê ÷òî
îòðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè íàñ íå íàïó-
ãàòü:

( )22 22 cos 1 cos sina a a�J �J �J- + = - + =

= ( ) ( )cos sin cos sina i a i�J �J �J �J- - - + .

8.  Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ
( )3cos sini�J �J+  è ïðàâäà ïîëó÷àåì ôîðìóëû
òðîéíîãî óãëà:

( )3 34 cos 3cos 3sin 4sini�J �J �J �J- + - =

cos 3 sin 3i�J �J= + .

9. Ðàñïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû ïî áèíîìó

Ðèñ. 2



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 53

Íüþòîíà:

( ) ( ) ( )
0

cos sin cos sin
n

n n k kk
n

k

i C i�J �J �J �J-

=

+ = å

è îòäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ñëàãàåìûå (äàþùèå
cosn�J). ßñíî, ÷òî ( )sin ki �J Î R  (äëÿ âñåõ �J) â
òî÷íîñòè ïðè ÷åòíûõ k, íî ÷åòíàÿ ñòåïåíü ñèíóñà
åñòü ìíîãî÷ëåí îò êîñèíóñà: ( )2sin m�J =

( )21 cos
m

�J= - . Èòàê,

( ) ( ) ( )2

0
 ÷åòíî

cos cos cos 1 cos
kn kk

n n
k n

k

n C T�J �J �J �J-

£ £

= - =å .

11. à)  
1

2n . Ïîäñòàâüòå x = –1.

á) 
2n

n
. Ïîäñòàâüòå x = 1.

15. Íàïðèìåð, äëÿ r = 0 ðàññìîòðèòå

 ( )
1

1
n nk

k

�E
=

+å , ãäå 
2 2

cos sini
n n
�P �P

�E= + .

16. Èñïîëüçóéòå ôîðìóëû ñóììû êîñèíóñîâ

k l k l k lc c c c+ -= + , ãäå èíäåêñû ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïî ìîäóëþ 17. Êðîìå òîãî, ââèäó ÷åòíîñòè êîñè-
íóñà, k kc c-= . Òîãäà:
à) 1 4,c c  – êîðíè òðåõ÷ëåíà 2

1 2t y t y- + ;
á) ( ) ( )1 4 2 8 1 8 1c c c c c c+ + = + + = -K , òàê êàê ýòî
ñóììà àáñöèññ âåêòîðîâ ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ
ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà, êðîìå âåðøèíû ( )1, 0 ;
â) ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê
ñóììà 1 8c c+ +K  ïîâòîðèòñÿ 4 ðàçà.
Î òîì, êàê äîãàäàòüñÿ äî ôîðìóë (25)–(27),
ìû ðàññêàæåì â îòäåëüíîé ñòàòüå.

ÇÍÀÍÈÅ – ÑÈËÀ!

3. Íà òðåòüåãî ìóäðåöà íàäåò êðàñíûé êîëïàê.
4. Íà ïåðâîãî ìóäðåöà íàäåò æåëòûé êîëïàê.
5. Åñëè ïåðâîìó ìàòåìàòèêó ñîîáùèëè ÷èñëî n,
à âòîðîìó n + 1, òî ïåðâûé ðàç «äà» îòâåòèò
ïåðâûé ìàòåìàòèê íà n-é âîïðîñ âòîðîãî ìàòå-
ìàòèêà. Åñëè, íàîáîðîò, ïåðâîìó ìàòåìàòèêó
ñîîáùèëè ÷èñëî n + 1, à âòîðîìó n, òî ïåðâûé
ðàç «äà» îòâåòèò âòîðîé ìàòåìàòèê íà n-é âîï-
ðîñ ïåðâîãî ìàòåìàòèêà.

ÀËÃÅÁÐÀ È ÃÅÎÌÅÒÐÈß
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑÅË

10. à) 2 cos sin
6 6

i
�P �Pæ öæ ö æ ö+- -ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø

.

á) ( )6 2 cos sin
12 12

i
�P �Pæ ö- +ç ÷è ø

. Îòìåòèì, ÷òî

( ) ( )2 2
1 2 3 2 1 3+ - = -  è 2 3 tg

12
�P

- =

(ðèñ.3).

â) 2 cos cos sin
2 2 2

i
�J �J �Jæ ö+ç ÷è ø

. Àðãóìåíò 
2
�J

 ìîæíî

íàéòè àëãåáðàè÷åñêè:

2

2sin cossin 2 2 tg
1 cos 22 cos

2

�J �J
�J �J

�J�J
= =

+

èëè ãåîìåòðè÷åñêè (ðèñ. 4).

11. ( )mod 2
2 2

n n
�P �P

�J �J �J �Pæ ö" - º - Ûç ÷è ø
( )1 mod 4nÛ º .

12. Ñäåëàåì çàìåíó tgx �P= :
tg

,
2 2 tg

x i i
x z z

x i i
�P �P �J

�J
�J

+ +æ ö$ Î = Û $ Î - = =ç ÷è ø- -
R

= ( ) ( )sin cos
cos 2 sin 2

sin cos
i

i
i

�J �J
�P �J �P �J

�J �J
+

= - + - Û
-

1z zÛ = ¹ .

14. á) Ïðè íå÷åòíîì n èìååì 1nx + =

( )( )1 ,nx= - - -  ïîýòîìó ïðè íå÷åòíûõ m, n çàäà-

÷à ñâîäèòñÿ ê ï. à): ( ) ( ),1, 1 1m nm nx x x+ + = + .

Òàêîé æå îòâåò, åñëè m è n äåëÿòñÿ íà îäíó è
òó æå ñòåïåíü äâîéêè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî 1 1m n- - = ÆI , à çíà÷èò,

( )1, 1 1m nx x+ + = .

15. á) z = 0 èëè 5 2
arg 2 arg

5
z z

�P
�PÎ Û ÎZ Z .

â) { } { }20 1 \ 1
n m-

U . Òàê êàê

( ) ( ) ( )
2

21 1 1 0
2

m n
m n m n

+æ ö+ + = + Û - =ç ÷è ø
,

÷òî íåâåðíî, òî  z ¹ 1. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà
( )21z - :

Ðèñ. 3
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( ) ( )
2

11 1 21 1 1
m n

m nz z z
+

++ +
æ ö

- - = - Ûç ÷ç ÷è ø

11 1 22
m n

m nz z z
+

++ +Û + = Û

1 22 1 0
n m

m n mz z z
-

+ -
æ ö

Û - + = Ûç ÷ç ÷è ø

0zÛ =  èëè 2 1
n m

z
-

= .

16. 
2
7

x
�P

Î Z .

Îòíîñèòåëüíî cosx  óðàâíåíèå êóáè÷åñêîå è âû-

ïîëíÿåòñÿ ïðè 
2

cos cos
7
k

x
�P

= , k = 1, 2, 3,

à çíà÷èò, äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

17. à) mn m nz zÊ ; á) ( )m n mn z zÍ .

18. 
2 2

1 1 1 ,m n mn k l
k l

m n
�P �Pì ü

= Û + Î =í ý
î þ

Z

{ } ( )2
, , 1.kn lm k l m n

mn
�P

= Û + Î = Û =Z Z Z

19. ×èñëî 2 3 4
2 5

i i
i

+ +
=

-
 – êîðåíü èç åäèíèöû

Û  åãî àðãóìåíò èìååò âèä 
2 m

n
�P

, ãäå ,m n Î Z .

Òîãäà 
2 3

cos
5

m
n
�P

= . Âîçüìåì îò îáåèõ ÷àñòåé

ìíîãî÷ëåí ×åáûø¸âà nT : ( ) 3
cos 2

5nm T�P æ ö= ç ÷è ø
, îò-

êóäà 
3
5

 – êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

( ) ( ) [ ]11 2 0 1n n
n nT x x T x-- = + + - ÎK Z , ïðè÷åì

( ) { }0 0, 1nT Î ± , ïîýòîìó ðàöèîíàëüíûå êîðíè

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà èìåþò âèä 
1

,
2k k n± < . Ïðî-

òèâîðå÷èå.
20. Èçâåñòíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
ïî îòðåçêàì ñ äëèíàìè a, b, c ìîæíî ïîñòðîèòü

÷åòâåðòîå ïðîïîðöèîíàëüíîå 
ab
c

 è ñðåäíåå ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ab . Â ÷àñòíîñòè, èìåÿ åäèíèöó,

ìîæíî ïîñòðîèòü ab, 
a
c

, a  (ðèñ.5). Íà ðèñóí-

êàõ, ãäå åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, äàííàÿ â óñëî-
âèè, íå ïîíàäîáèëàñü, îíà èçîáðàæåíà ïóíêòè-
ðîì.
21. á) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì 1 + i  ðàäèóñà 2
(ïðîõîäèò ÷åðåç 0); â) îòðåçîê ñ êîíöàìè i± ;

ã) iUR R; ä) ( ) ( )3 3i i i+ -U UR R R.
22. à) Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ
öåíòðîì â 0; á) âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ñ öåí-
òðîì â íóëå.

24. à) 
z a

z a a i
a
-

- ^ Û Î ÛR

0
z a z a

a a
- -

Û + =
1

2
a a

az az
-=

Û + = .

Àíàëîãè÷íî 2bz bz+ = . Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ

óðàâíåíèé z , íàõîäèì 
2ab

z
a b

=
+

.

á) 
1

1

z a z a z a
z d z d z d

-

-

- - -
Î Û = Û

- - -
R

( ) d a
d a z z

ad
-

Û - + =
2 2d a
ad
-

Û

adz z a dÛ + = + .

Àíàëîãè÷íî, bcz z b c+ = + . Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì
a d b ñ

z
ad bc
+ - -

=
-

.

30. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 
2 2

cos sink
k k

A i
n n
�P �P

= +

( )n k n- £ £  è cos sinM i�J �J= + , 
2

2 1
n

n
�P

�J£ £
+

�P£ . Òîãäà
2 22 2

cos cos sin sin
2 1 2 1k

k k
MA

n n
�P �P

�J �Jæ ö æ ö= - + - =ç ÷ ç ÷è ø è ø+ +

= 
2

2 2cos 2sin
2 1 2 2 1

k k
n n
�P �J �P

�Jæ ö æ ö- - = -ç ÷ ç ÷è ø è ø+ +
.

Äîìíîæèì ýòî íà sin
2 1n

�P
+

 è ïðîñóììèðóåì ïî

k KÎ , ãäå K  – ìíîæåñòâî ëèáî ÷åòíûõ, ëèáî
íå÷åòíûõ ÷èñåë îòðåçêà [ ],n n- :
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2sin sin
2 2 1 2 1k K

k
n n

�J �P �P

Î

æ ö- =ç ÷è ø+ +å

=
( ) ( )1 1

cos cos
2 2 1 2 2 1k K

k k

n n

�P �P�J �J

Î

æ öæ + ö æ - ö
- - -ç ÷ç ÷ ç ÷+ +è ø è øè ø

å .

Ïîñêîëüêó K  – àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ
ðàçíîñòüþ 2, òî â ñóììå îñòàíóòñÿ òîëüêî êðàé-
íèå ñëàãàåìûå. Èìåííî, åñëè max  K  = t , òî
max  K  = – t  è ñóììà ðàâíà

( ) ( )1 1
cos cos

2 2 1 2 2 1

t t

n n

�P �P�J �Jæ + ö æ + ö
- - + =ç ÷ ç ÷+ +è ø è ø

( )1
2sin sin .

2 2 1

t

n

�P�J +
=

+

Â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñåë â K , t  = n èëè
n – 1 – â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ îäíî è òî

æå, òàê êàê 
( )1

sin sin
2 1 2 1

n n
n n

�P �P+
=

+ +
. Îáîáùåí-

íàÿ òåîðåìà Ïîìïåþ äîêàçàíà. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå, êàê ãðàìîòíûé âûáîð îáîçíà÷åíèé îá-
ëåã÷èë òåõíè÷åñêóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ.

Ñ×ÅÒ×ÈÊÈ È ÐÀÑÑÒÎßÍÈß Â ÃÐÀÔÀÕ

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Óêàçàíèÿ
1, 2. Ìîæíî ðàññòàâèòü â êëåòêè ñ÷åò÷èê, äâè-
ãàÿñü îò öåëè «ñ êîíöà».
3. Ñ÷åò÷èê: êîëè÷åñòâî òîìîâ, ñòîÿùèõ íà ñâî-
åì ìåñòå.
4. Ñ÷åò÷èê: êîëè÷åñòâî áëîêîâ ïîäðÿä ñèäÿùèõ
ìàëü÷èêîâ.
5. Ñ÷åò÷èê: êîëè÷åñòâî áëîêîâ ïîäðÿä èäóùèõ
êàðò îäíîãî òèïà (ðóáàøêîé ââåðõ èëè ðóáàø-
êîé âíèç).
6. à), á) Ñ÷åò÷èê: ñóììà íîìåðîâ ìåñò, íà êîòî-
ðûõ ñòîÿò íîëèêè.
â) Äëÿ êàæäîãî íîëèêà ðàññìîòðèì ìèíèìàëü-
íîå íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî îáìåíîâ åãî ñ êðå-
ñòèêàìè. Íóæíûì ñ÷åò÷èêîì ÿâëÿåòñÿ ñóììà
ýòèõ êîëè÷åñòâ ïî âñåì íîëèêàì.
7. Ñ÷åò÷èê: êîëè÷åñòâî «áåñïîðÿäêîâ».
8. Ñ÷åò÷èê: êîëè÷åñòâî öèôð ïëþñ ñóììà öèôð
â äâîè÷íîé çàïèñè.
9. à) Ñ÷åò÷èê: íàèáîëüøèé èç îáúåìîâ êóñêîâ
(êîòîðûå åñòü â òåêóùåé ñèòóàöèè).
á) Äëÿ «êèðïè÷à» a b c�s �s  ââåäåì «ñëîæ-
íîñòü», ðàâíóþ 2 2 2log log loga b c�� ���¨ �· �¨ �· �¨ �·�© �¸ �© �¸ �© �¸.
Íóæíûì ñ÷åò÷èêîì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç
ñëîæíîñòåé ïî âñåì êóñêàì.
10. Ïîêðàñèì ðîìáèêè îäíîãî òèïà (ñîâìåùàå-
ìûå ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì). Ïðè îïåðàöèÿõ
îêðàøåííûå ðîìáèêè ìîãóò ïåðåäâèãàòüñÿ òîëü-
êî ïàðàëëåëüíî ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé, ñêàæåì
òîëüêî ïî âåðòèêàëè. Òîãäà ïîäîéäåò ñ÷åò÷èê:

ñóììà îðäèíàò öåíòðîâ ïîêðàøåííûõ ðîìáèêîâ.
(Ïîäðîáíîå ðåøåíèå è ïðîñòðàíñòâåííóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Å.Êàðïîâà è
Ê.Êîõàñÿ «Ðàçáèåíèÿ íà äîìèíî è ôóíêöèè âû-
ñîòû» â «Êâàíòå» ¹6 çà 2010 ãîä.)
11. Ñ÷åò÷èê: êîëè÷åñòâî «áåñïîðÿäêîâ» â ïàðàõ
ñîñåäíèõ êàðò.
12. Ñ÷åò÷èê: ñóììàðíûé ïåðèìåòð ïîêðàøåí-
íîé îáëàñòè.

ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÉ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ «ÌÈÝÒ»

ÎËÈÌÏÈÀÄÀ «ÏÎÂÅÐÜ Â ÑÅÁß!»

1. 0 6 ì ñv �� . 2. 
4 7

0,45
3

�
�M �r �z .

3. 0,125
4
Mgv

P
�M

�H �� �� .

4. 1 22
3

p p
p

��
�� = 200 êÏà.

5. 2

1

2
1 3

3
U Q
U pV

�� �� �� .

6. 
1

1
cos

A qER�¥ �´�� ��¦ �µ�A�§ �¶
.

7. 
�� �	

3 A
P

I
U U

�� ��
�
E

E
.

8.���Amax �� �	arctg arctg 0,05 2,9hD�� �� �z �o.

ÎËÈÌÏÈÀÄÀ «ÐÈÒÌ ÌÈÝÒ»

1. 
�� �	min 1 ì ñ

2 2

D
v

H h g H g
�� ��

� � �� �T
.

2. Â îäíîì ÿùèêå Êîñòÿ æåñòêî çàêðåïèë  ãðóç
ìàññîé 1 êã, à â äðóãîì îí òàêîé æå ãðóç ïîäâå-
ñèë íà ëåãêîé ïðóæèíêå
ê «ïîòîëêó» ÿùèêà.
Ìàññà ïóñòîãî ÿùèêà
2 êã.

3. �� �	7
1 cos

8
A MgR�� � �A .

4. 2 1

2

0,03
273

t t
t

�
�D �� ��

��
.

5. min 34 Ct �� � �o ; ñì.
ðèñ.6 (ïðîöåññ 1–2 – àäèàáàòè÷åñêîå ðàñøèðå-
íèå).

6. 8 10 0
min 0

4
5,9 10 c

e E
E

m q
��P�E

�W �� �z �– .

7. 
�� �	1 1 2

V
1 2

30 B
2

U R R
U

R R

��
�� ��

��
.

8. �� �	min arctg arctg 0,1 5,7hD�A �� � �� �z �o.
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LXXX ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

(cì. «Êâàíò» ¹5)

8 êëàññ

1. 5 416 32�� .
2. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ l  ðàâíî-
óäàëåíà îò À è Â, òî ëèáî îíà ïàðàëëåëüíà ÀÂ,
ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà ÀÂ (äîêà-
æèòå ýòîò ôàêò).
Äîêàçûâàòü òðåáóåìîå â çàäà÷å áóäåì îò ïðîòèâ-
íîãî: ïóñòü íèêàêèå òðè ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñòîðî-
íó òðåóãîëüíèêà è ïðÿìûå, ðàâíîóäàëåííûå îò
åå êîíöîâ: íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé ïàðàëëåëüíî

ñòîðîíå è íå áîëåå äâóõ
ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç ñå-
ðåäèíó ñòîðîíû. Âñåãî äëÿ
òðåõ ñòîðîí ïîëó÷àåì íå
áîëåå äåâÿòè ïðÿìûõ. Ïðî-
òèâîðå÷èå.
3. 34.
Ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ 34
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Âîçüìåì âñå ÷èñëà ðàâíû-

ìè 1 ïî ìîäóëþ, à çíàêè ðàññòàâèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ðèñ.7):
ñíà÷àëà +, ïîòîì 33 ãðóïïû +––, ñ÷èòàÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Òóò âñåãî îäíà ïàðà ñîñåäíèõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è 33 ïàðû ñîñåäíèõ îòðè-
öàòåëüíûõ – îíè è äàäóò 34 ïîëîæèòåëüíûõ
ïðîèçâåäåíèÿ; îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ áóäóò îò-
ðèöàòåëüíûìè.
Äîêàæåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë áûëî íå
ìåíåå 34. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ íå áîëåå 33.
Îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèè ìîãóò îá-
ðàçîâûâàòüñÿ, òîëüêî åñëè îäèí èç ñîìíîæèòå-
ëåé ïîëîæèòåëüíûé, ïðè÷åì êàæäîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî ìîæåò ó÷àñòâîâàòü íå áîëåå ÷åì â äâóõ
òàêèõ ïðîèçâåäåíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë íå áîëåå 66. Íî òîãäà âñåãî ÷èñåë
íå áîëåå 99, ïðîòèâîðå÷èå.
5. Îöåíêó « à áàëëîâ èç n âîçìîæíûõ» áóäåì

îáîçíà÷àòü êðàòêî a/n  èëè 
a
n

. Îöåíêè 0 /n  è

n/n   áóäåì íàçûâàòü êðàéíèìè .
Ëåììà 1.  Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿòü øêàëû â
ïîðÿäêå 100 99 98 97 3 2�m �m �m �m �m �mK , òî
ëþáàÿ íåêðàéíÿÿ îöåíêà à/100 ïðåâðàòèòñÿ â
1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî.  Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
ýòèõ çàìåíàõ øêàë íåêðàéíèå îöåíêè îñòàþòñÿ
íåêðàéíèìè, òàê êàê ïðè âñåõ k > 1 îöåíêà 1 /k
áëèæå ê ëþáîé íåêðàéíåé îöåíêå âèäà �� �	1a k �� ,
÷åì 0 /k ; çíà÷èò, íà î÷åðåäíîì øàãå ïîñëå îêðóã-

ëåíèÿ îöåíêà 0 /k  íå ìîãëà ïîëó÷èòüñÿ (àíàëî-
ãè÷íî ñ k/k ). Òàêèì îáðàçîì, â êîíöå îñòàíåòñÿ
íåêîòîðàÿ íåêðàéíÿÿ îöåíêà â äâóõáàëëüíîé
øêàëå, ò.å. 1/2. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2.  Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Åñëè ìå-
íÿòü øêàëû â ïîðÿäêå

2 3 4 6 8 2 2s�m �m �m �m �m �m �– �mK

13 2 2 2 2s s k���m �– �m �– �m �mK ,

òî ìîæíî ïîëó÷èòü èç èñõîäíîé îöåíêè 1/2
ëþáóþ îöåíêó âèäà �� �	2 1 2kr �� , ãäå 10 2kr ��b �� .
Äîêàçàòåëüñòâî . Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî k.
Áàçà: k = 1. Íèêàêèõ îïåðàöèé íå ïðîèçîøëî,
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå 1/2.
Ïåðåõîä : ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû âåðíî äëÿ ïàðàìåòðà k – 1; äîêàæåì åãî äëÿ
ïàðàìåòðà k. Íàøà öåëü – ïîëó÷èòü îöåíêó

�� �	2 1 2kr �� . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà r íå÷åò-
íî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè çà ïåðâûå

�� �	2 2k �  çàìåí øêàë ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
12kr � . Âûÿñíèì, ÷òî ïðîèçîéäåò ïðè ïåðåõîäå

â ñëåäóþùóþ øêàëó �� �	1 22 3 2k k� ��m �– :

2 1 3
3 2 3 2 2 ;

2
k k r

r� ��– �� �– �m .

Ýòî ïîëóöåëîå ÷èñëî îêðóãëèì äî �� �	3 1 2r �� .

Ïðè ïåðåâîäå â ôèíàëüíóþ øêàëó �� �	23 2 2k k��– �m
îöåíêà �� �	3 1 2r ��  ïåðåéäåò â

4 3 1 2
2

3 2 3
r

r
��

�– �� �� ,

÷òî îêðóãëÿåòñÿ äî 2 r + 1. Ñëó÷àé ÷åòíîãî r
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñëå-
äóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê:

�� �	
1 2

3 2 21 2 1

2 3 2 2k k k

rr r
� �

���� ��
�m �m

�–
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 3.  Âñÿêàÿ íåêðàéíÿÿ îöåíêà âèäà a/ 100
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íåêîòîðîé íå÷åòíîé
îöåíêè ïî øêàëå îò 0 äî 256 â ðåçóëüòàòå çàìåíû
øêàë 256 100�m .
Äîêàçàòåëüñòâî.  Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü íåêîòî-
ðàÿ îöåíêà à/ 100 íå ïîëó÷àåòñÿ òàêèì äåéñòâè-

åì. Òîãäà â èíòåðâàëå 
1 1

,
100 200 100 200
a a�¥ �´� ���¦ �µ

�§ �¶
íåò äðîáåé âèäà 

1
256
r ��

. Íî äëèíà ýòîãî èíòåðâàëà

ðàâíà 
1

100
, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè äðî-

áÿìè òàêîãî âèäà ðàâíî 
1

128
, ÷òî ìåíüøå. Ïðî-

òèâîðå÷èå, ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó. Âíà÷àëå áóäåì äåéñòâî-
âàòü ïî àëãîðèòìó èç ëåììû 1 è ïðèâåäåì îáå
îöåíêè ê ñîñòîÿíèþ 1/2. Çàòåì, äåéñòâóÿ ñî-
ãëàñíî ëåììå 2 (ðèñ.8), ìîæíî ïîëó÷èòü èç äâóõ
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ýêçåìïëÿðîâ 1/2 ëþáóþ ïàðó íå÷åòíûõ îöåíîê
ïî øêàëå îò 0 äî 256. Ëåììà 3 ãàðàíòèðóåò íàì,
÷òî ïðè âîçâðàòå â èñõîäíóþ øêàëó îò 0 äî 100
ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ïàðó îöåíîê.

9 êëàññ
1. 3750.
Ïî óñëîâèþ 5aA A��  (ãäå A – ÷èñëî, ñîñòàâëåí-
íîå èç âñåõ öèôð, êðîìå ïåðâîé, a – ïåðâàÿ
öèôðà). Ïóñòü n – êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå aA .
Îòñþäà 1 34 10 25 10n nA a A a� ��� �– �• �� �– . Åñëè
n > 4, òî ó ÷èñëà A, à çíà÷èò è ó èñêîìîãî ÷èñëà,
åñòü äâå ñîâïàäàþùèå öèôðû (äâà íóëÿ íà êîí-
öå). Åñëè æå n = 4, òî A = 250a. ßñíî, ÷òî ÷åì
áîëüøå a, òåì áîëüøå èñõîäíîå ÷èñëî. Ïðè

4a �r ÷èñëî 250a ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ öèôð, à íå
èç òðåõ. Ïðè a = 3 ìû ïîëó÷àåì A = 750, à
èñõîäíîå ÷èñëî ðàâíî 3750. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå
èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî 3750.
4. à = 1, k – ëþáîå.
Åñëè à = 1, òî 1 1 0

nka �� � �� , à çíà÷èò, äåëèòñÿ íà
n. Ïóñòü òåïåðü 2a �r . Âîçüìåì 1kn a�� � , òîãäà

�� �	1 modka n�y  è, ñëåäîâàòåëüíî,

�� �	
1

110 1 1 1 1
n

n nkk k ka a a a
�

����y � �y �– � �y �– � �y

�� �	1 mod 1ka a�y � � .

Òàêîå ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè k = 1, íî â ýòîì
ñëó÷àå 1 21 1

nka a�� � �� �  äîëæíî äåëèòüñÿ íà âñå
n, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ïàðû, â
êîòîðûõ 2a �r , íàì íå ïîäõîäÿò.

10 êëàññ

1. Íåò, íå ìîãëî.
Ïóñòü 1 2,x x  – êîðíè óðàâíåíèÿ 2x  + bx + c = 0.
Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà

1 2x x b�� �� � ,                  (1)

1 2x x c�� .                    (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî,
òîãäà

1 2
1

1 1
2

b
x x

��
�� �� �� �� ,              (3)

�� �	 �� �	1 2
1

1 1
2

c
x x

��
�� �� �� .             (4)

Ïîäñòàâèì (1) â (3) è íàéäåì b = 5.
Ïîäñòàâèì (1) è (2) â (4) è íàéäåì c = 9.
Ñòàëî áûòü, èñêîìûé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, åñëè
îí ñóùåñòâóåò, èìååò âèä 2 5 9x x�� �� . Îäíàêî
æå äèñêðèìèíàíò òàêîãî òðåõ÷ëåíà îòðèöàòåëåí.
Çíà÷èò, îïèñàííàÿ â çàäà÷å ñèòóàöèÿ íåâîçìîæ-
íà.
2. Êðàñíîãî.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî nb  ñèíåãî öâåòà, òî
÷èñëî b òîæå ñèíåãî öâåòà (äîêàçûâàåòñÿ îò
ïðîòèâíîãî). Òàê êàê 101024 2�� , èç ýòîãî ñëåäó-
åò, ÷òî ÷èñëî 2 ñèíåå.
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî a ñèíåãî öâåòà, òî
ëþáîå ÷èñëî n a�–  �� �	n �• N  òîæå ñèíåãî öâåòà (ñëå-
äóåò èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè). Çíà÷èò, ïîñêîëüêó 2
ñèíåå, òî âñå ÷åòíûå ÷èñëà òàêæå ñèíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2017 ñèíåãî öâåòà. Òîãäà âñå
íå÷åòíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ 2017, òîæå áóäóò
ñèíåãî öâåòà. Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷èñëà, íà÷èíàÿ
ñ 2017, ñèíèå. Ïî óñëîâèþ, ìû èñïîëüçóåì îáà
öâåòà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàêîå-òî íå÷åòíîå ÷èñëî
k ( k < 2017) ïîêðàøåíî â êðàñíûé öâåò. Íî
òîãäà è ëþáàÿ ñòåïåíü k òîæå êðàñíàÿ. Òàê êàê

2k �r , òî ñóùåñòâóåò ñòåïåíü, êîòîðàÿ ïðåâîñõî-
äèò 2017. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îíà îäíîâðåìåííî
ïîêðàøåíà è â ñèíèé, è â êðàñíûé öâåò, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó 2017 ìîæåò áûòü òîëüêî
êðàñíîãî öâåòà.
Êðàñíûì îíî êàê ðàç áóäåò, åñëè ìû ïîêðàñèì
âñå ÷åòíûå ÷èñëà â ñèíèé öâåò, à íå÷åòíûå – â
êðàñíûé. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ ðàñêðàñêà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
3. 45BÐ = o.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç �W îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêî-
ëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ÷åðåç 1�W – îêðóæíîñòü,
îïèñàííóþ îêîëî �$ÀÑÎ  (ðèñ.9). Ïóñòü

ABC�• �� �B. Òîãäà 2AOC�• �� �B, êàê öåíòðàëüíûé
äëÿ óãëà ÀÂÑ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè �W. Äà-
ëåå, 2AEC AOC�• �� �• �� �B , êàê îïèðàþùèåñÿ íà
äóãó ÀÑ îêðóæíîñòè 1�W. Òàê êàê óãîë ÀÅÑ
âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà ÑÅÂ ,

2ECB�• �� �B � �B �� �B, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ÑÅÂ  –

Ðèñ. 8. Ïåðâûå øåñòü øàãîâ àëãîðèòìà èç ëåììû 2 â ð åøåíèè çàäà÷è 5. Êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïàðà øàãîâ
ñîäåðæèò äâå «êîïèè» ïðåäûäóùåé ïàðû, ñæàòûå â äâà ðàçà
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ðàâíîáåäðåííûé. Àíàëîãè÷íî, 2AFC�• �� �B, óãîë
AFC âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà AFB , çíà÷èò,

BAF�• �� �B , òðåóãîëüíèê ABF  òîæå ðàâíîáåäðåí-
íûé.
Ïî ôîðìóëå äëèíû îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà, 2 cosAB BF�� �B è 2 cosBC BE�� �B.
Ïåðåìíîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì AB BC�– ��

24 cosB EBF�� �– �B. Êðîìå òîãî, èç îòíîøåíèÿ ïëî-
ùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è BEF , äàííîãî â

óñëîâèè, ïîëó÷àåì 2BAC

BEF

S AB BC
S BE BF

�–
�� ��

�–
. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî 21 2 cos�� �B. Òàê êàê 2 180�B �� �o, èìå-

åì cos 0�B �� , çíà÷èò, 
1

cos 45
2

�B �� �• �B �� �o.

4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ
10–11 êëàññîâ âåñåííåãî òóðà XXXVIII Òóðíèðà
ãîðîäîâ («Êâàíò» ¹5).
5. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 6 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ
10–11 êëàññîâ âåñåííåãî òóðà XXXVIII Òóðíèðà
ãîðîäîâ («Êâàíò» ¹5).

11 êëàññ

Ïåðâûé äåíü
1. 1520.
Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî è äî, è ïîñëå ïåðåñòàíîâêè
öèôð ÷èñëî äåëèòñÿ íà 10 è ïîýòîìó äîëæíî
îêàí÷èâàòüñÿ íà 0. Ïîêàæåì, ÷òî íåò òðåõçíà÷-
íûõ ÷èñåë, îáëàäàþùèõ îïèñàííûì â óñëîâèè
çàäà÷è ñâîéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0ab  =

= 100à + 10b = 80k è 0ba  = 100b + 10à = 80l ,
à < b, òî öèôðû à è b ÷åòíû, ïðè÷åì

�� �	 �� �	0 0 90 80ba ab b a l k� �� � �� � , ïîýòîìó b – à
äåëèòñÿ íà 8. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè b = 8,
à = 0, íî 0 íå ìîæåò áûòü ïåðâîé öèôðîé ÷èñëà.
Ïîïðîáóåì íàéòè òðåáóåìîå ÷èñëî ñðåäè ÷åòû-
ðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ ñ 1, ò.å. ÷èñåë

âèäà 1 0ab  = 1000 + 100à + 10b. Åñëè ïîìåíÿòü
ìåñòàìè öèôðû 1 è b, òî îíî íå áóäåò äåëèòüñÿ
íà 80. Åñëè ïåðåñòàâèòü öèôðû à è b, à < b, òî,
àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ äëÿ òðåõçíà÷íûõ ÷è-
ñåë, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé âàðèàíò b = 8, a = 0,
íî ÷èñëî 1080 íå êðàòíî 80. Çíà÷èò, ìîæåò
ïîäîéòè òîëüêî ÷èñëî, â êîòîðîì ïåðåñòàâëåíû
öèôðû 1 è à, ãäå a > 1. Åñëè ÷èñëà 1 0ab  è 1 0a b

êðàòíû 80, òî èõ ðàçíîñòü 1 0 1 0a b ab� ��

�� �	900 1a�� �  òàêæå êðàòíà 80, ò.å. �� �	900 1a � ��

= 80m, �� �	45 1 4a m� �� . Çíà÷èò, a – 1 äåëèòñÿ íà
4, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè a = 5 èëè a = 9. Íî
óæå ïðè a = 5 è b = 2 ïîëó÷àåì ÷èñëî
1520 19 80�� �– , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàäà-
÷è, òàê êàê 2520 64 80�� �– .
2. Ïóñòü K  è L  – ñåðåäèíû îòðåçêîâ AQ è QC
ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïî óñëîâèþ ëåæàò íà
âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ðèñ.10). Îòðåçîê KL  –
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå AQC, ïîýòîìó
KL ACP . Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå KL  è AC âû-

ñåêàþò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíûå äóãè
KS è SL. Çíà÷èò, îïèðàþùèåñÿ íà íèõ óãëû
KQS  è SQL  ðàâíû.
3. à) 0 0x y�� ; á) 0.
Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ñòåïåíü 2017 ÷åðåç n.
à) Çàìåòèì, ÷òî 0 1y �� , òàê êàê 2

0 0
ny y� ��

03 0x�� �� . Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó 0x  óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ 0 0 1 0nx x� �� �� , òî è 0 1x �� . Ñëå-
äîâàòåëüíî, 2

0 0 01 3x x x�� �� �� , òàê êàê ýòî íåðà-
âåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó �� �	201 0x� �� ,
êîòîðîå âûïîëíåíî ïðè 0 1x �x .  Òîãäà

2 2 2
0 0 0 0 0 0 01 3n nx x x x x y y� �� �� �� �� �� � . Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ �� �	 2nf t t t�� �  ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè
t  > 1 (òàê êàê ïðè ýòèõ t  èìååì �� �	 2 12 nf t nt ��a �� �

1 0� �� ), ïîëó÷àåì 0 0x y�� .

á) Ïðîâåðèì, ÷òî 0
1

1x
n

�� �� . Äåéñòâèòåëüíî,

�� �	
2

11 1 1 3 3
1 1 1 1

2 22

n

n n
n n

n n n nn

��¥ �´�� � � �� �� �� �* � �� � �� �* ���¦ �µ
�§ �¶
ïðè 3n �r  (÷åðåç 0n�* ��  îáîçíà÷åíû îñòàëüíûå
ñëàãàåìûå áèíîìèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ), à çíà-
÷èò, â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ïðè t  > 1 ôóíêöèè
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�� �	 ng t t t�� �  ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0
1

1x
n

�� �� .

Äàëåå, âû÷òåì èç ðàâåíñòâà 2
0 0 01nx x x� �� �� ��

2
0x��  ðàâåíñòâî 2

0 0 03ny y x� �� . Ïîëó÷èì

�� �	 �� �	22 2
0 0 0 0 0 2

1
1n ny y x y x

n
� � � �� � �� .

Ïîñêîëüêó
2 2
0 0

n nx y� ��

�� �	�� �	2 1 2 2 2 2 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0

n n n nx y x x y x y y� � � ��� � �� �� �� �� ��K

�� �	0 02n x y�� � ,

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

�� �	 �� �	 �� �	2 2
0 0 0 0 0 0 2

1
2 1 n nn x y x y x y

n
� � �b � � � �� .

Òàêèì îáðàçîì,

0 00 x y�� � ��

�� �	 2 2 9 10

1 1 1 1

2 1 2017 4033 16 10 10n n
�� �� �� ��

� �– �–
,

à çíà÷èò, ïåðâûå 10 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé ðàçíî-
ñòè 0 0x y�  ðàâíû íóëþ.
4. 75.
Âñþäó äàëåå áóäåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåëîñèïåäèñòû åäóò ïî òðåêó
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðè÷åì ïåðâûé èç íèõ –
ñàìûé áûñòðûé, à òðåòèé – ñàìûé ìåäëåííûé, à
òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå âñåõ âåëî-
ñèïåäèñòîâ îòíîñèòåëüíî âòîðîãî èç íèõ (ò.å. â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé âòîðîé âåëîñèïåäèñò
îñòàåòñÿ íåïîäâèæåí).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A òî÷êó, â êîòîðîé ïîñòîÿííî
íàõîäèòñÿ âòîðîé âåëîñèïåäèñò. Òîãäà ïåðâûé è
òðåòèé âåëîñèïåäèñòû äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî
ýòîé òî÷êè ïðîòèâ è ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îíè ïåðèîäè÷åñêè âñòðå÷àþòñÿ äðóã ñ
äðóãîì ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ïî-
ñêîëüêó åäóò ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 2 3, , ,B B B K ïîñëå-
äîâàòåëüíûå òî÷êè èõ âñòðå÷ ñ íà÷àëà íàáëþäå-
íèÿ çà ýòèìè ñïîðòñìåíàìè (ðèñ.11). Ëþáûå äâå
ñîñåäíèå òî÷êè nB  è 1nB ��  ( n – ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî) ðàçëè÷íû, òàê êàê ïåðâûé
âåëîñèïåäèñò íå ñìîæåò ñäåëàòü ïîëíûé êðóã

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, íå âñòðåòèâøèñü
ïðè ýòîì ñ òðåòüèì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç n�B
ìåíüøóþ èç äâóõ äóã
òðåêà ñ êîíöàìè

1,n nB B �� . Åå äëèíà íå
ïðåâîñõîäèò 150 ìåò-
ðîâ. Ïîñêîëüêó âñòðå-
÷è ïðîèñõîäÿò ïåðèî-
äè÷åñêè ñî ñäâèãîì â

îäíîì íàïðàâëåíèè, âñå äóãè n�B  ðàâíû ìåæäó
ñîáîé è îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ èç íèõ ïîêðû-
âàåò âåñü òðåê. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêàÿ äóãà m�B ,
ñîäåðæàùàÿ òî÷êó A, ÷òî äëèíà îäíîé èç äóã

mB A  èëè 1mAB ��  íå ïðåâîñõîäèò 75 ìåòðîâ.
Òàêèì îáðàçîì, â êàêîé-òî ìîìåíò âñòðå÷è ïåð-
âîãî è òðåòüåãî âåëîñèïåäèñòîâ îíè áóäóò íàõî-
äèòüñÿ îò âòîðîãî âåëîñèïåäèñòà íå äàëüøå 75
ìåòðîâ. Ïîýòîìó ôîòîãðàô çàâåäîìî ñìîæåò ñäå-
ëàòü óäà÷íûé ñíèìîê, åñëè d íå áîëüøå 75
ìåòðîâ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð äâèæåíèÿ âåëîñèïåäèñòîâ, ïðè
êîòîðîì íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè îíè íå ìîãóò
îêàçàòüñÿ íà êàêîì-ëèáî ó÷àñòêå òðåêà äëèíîé
ìåíüøå 75 ìåòðîâ. Ïóñòü ñêîðîñòè âåëîñèïåäèñ-
òîâ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à â
ìîìåíò êàêîé-òî èç âñòðå÷ ïåðâîãî è òðåòüåãî èç
íèõ âòîðîé áûë âïåðåäè íà 75 ìåòðîâ. Òîãäà
îòíîñèòåëüíî òî÷êè A, ãäå ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ
âòîðîé âåëîñèïåäèñò, ïåðâûé è òðåòèé äâèæóòñÿ
ñ ðàâíûìè ïî âåëè÷èíå,
íî ðàçëè÷íûìè ïî íà-
ïðàâëåíèþ ñêîðîñòÿìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíè áó-
äóò âñòðå÷àòüñÿ ïîî÷å-
ðåäíî â òî÷êàõ B è C,
îòñòîÿùèõ îò òî÷êè A íà
75 ìåòðîâ, à èõ ïîëîæå-
íèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè áóäóò ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC (ðèñ.12). Çíà-
÷èò, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå îò
îäíîãî èç íèõ äî òî÷êè A áóäåò íå ìåíüøå 75
ìåòðîâ.

5. 
1

; 1
2

�¨ �´
�µ�©�ª �¶
.

Ïóñòü äëèíà ðåáðà ìåíüøåãî êóáà ðàâíà a < 1.
Ðàñêðàñèì åãî âåðøèíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà
òàê, ÷òîáû âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, áûëè
îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè îäíîãî öâåòà ðàâíî

2a . Íàçîâåì äâå ÷åðíûå è äâå áåëûå âåðøèíû,
ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ãðàíè ìåíüøåãî êóáà, ñî-
îòâåòñòâóþùèìè . Ðàññìîòðèì 4 áåëûå âåðøè-
íû. Êóá èìååò 3 ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-òî
äâå áåëûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò îäíîé ïàðå
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé áîëüøåãî (åäèíè÷íî-
ãî) êóáà. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Äâå áåëûå âåðøèíû îêàçàëèñü â îä-
íîé ãðàíè åäèíè÷íîãî êóáà. Òîãäà äâå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ÷åðíûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò òîé
æå ãðàíè åäèíè÷íîãî êóáà (èíà÷å îäíà èç ÷åð-
íûõ âåðøèí ëåæàëà áû âíå áîëüøåãî êóáà).
Áîëåå òîãî, ýòè 4 òî÷êè îáÿçàíû ëåæàòü íàÐèñ. 11
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ðåáðàõ áîëüøåãî êóáà, òàê
êàê èíà÷å âåðøèíû ïðî-
òèâîïîëîæíîé ãðàíè ìåíü-
øåãî êóáà ëåæàëè áû ñòðî-
ãî âíóòðè åäèíè÷íîãî
êóáà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ çàäà÷è. Ïîëó÷à-
åì êâàäðàò ñî ñòîðîíîé à,
âïèñàííûé â åäèíè÷íûé

êâàäðàò (ðèñ.13). Ïóñòü âåðøèíû ìåíüøåãî êâàä-
ðàòà ðàçáèâàþò ñòîðîíû áîëüøåãî íà îòðåçêè
äëèí x è 1 – x. Òîãäà

�� �	 �� �	2 22 2 1 1
1 1

2 2
a x x x x�� �� � �r �� � �� ,

ïîýòîìó 
1

2
a �r . Êîãäà x ïðîáåãàåò ïîëóèíòåð-

âàë 1
0;

2
�¥ �·
�¦ �¸�§ �¹

, èñêîìàÿ äëèíà à ïðèíèìàåò âñå çíà-

÷åíèÿ èç ïîëóèíòåðâàëà 
1

; 1
2

�¨ �´
�µ�©�ª �¶

. Ïðè ýòîì âñå

âåðøèíû ïîëó÷àþùåãîñÿ ìàëîãî êóáà áóäóò ëå-
æàòü íà ãðàíÿõ åäèíè÷íîãî êóáà.
Ñëó÷àé 2. Äâå áåëûå âåðøèíû îêàçàëèñü íà
ðàçíûõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ åäèíè÷íîãî
êóáà. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, ðàâíîå 2a ,

íå ìåíüøå 1. Ïîýòîìó è â ýòîì ñëó÷àå 
1

1
2

a�b �� .

11 êëàññ

Âòîðîé äåíü
1. –5 èëè –3,2.
Ïóñòü 1 1 0a b a�� �� �x , ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ðàâíà d, à çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñ-
êîé ðàâåí q. Ïîñêîëüêó ïðîãðåññèè íåïîñòîÿí-
íû, 0d �x  è 1q �x . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1) Ïóñòü �� �	na  – àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à
�� �	nb  – ãåîìåòðè÷åñêàÿ. Òîãäà ïî óñëîâèþ ïîëó-
÷àåì à + d = 2 aq, à + 3 d = 38aq , èëè

�� �	2 1d a q�� � , �� �	 �� �	3 23 8 1 4 2 1d a q d q q�� � �� �� �� ,
22 1 0q q�� � �� , îòêóäà q = 1/2 èëè q = –1. Åñëè

q = 1/2, òî �� �	2 1 0d a q�� � �� , ÷òî ïî óñëîâèþ
íåâîçìîæíî. Åñëè q = –1, òî 3d a�� �  è

3a : 3 2

2
5

a d
b

aq

��
�� �� � .

2) Ïóñòü òåïåðü �� �	na  – ãåîìåòðè÷åñêàÿ, à �� �	nb  –
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Òîãäà �� �	2 a d aq�� �� ,

�� �	 38 3a d aq�� �� ,  ï îýòîìó �� �	2 2d a q�� � ,

�� �	 �� �	3 224 8 2 2 4d a q d q q�� � �� �� �� ,  2 2 8q q�� � ��

= 0, îòêóäà q = 2 èëè q = –4. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ñíîâà d = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, à âî

âòîðîì q = –4, d = –3 à è 3a : 
2

3
16

2 5
aq

b
a d

�� �� �
��

.

2. Íåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà õ è y ñóùåñòâó-

þò. Òîãäà îíè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíå-
íèé

�� �	

�� �	

lg lg lg ,

lg
lg .

lg

x y x y

x
x y

y

�� ���«
�®
�¬

� ���®
�

Ëîãàðèôì â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ îï-
ðåäåëåí ïðè õ > y . Åñëè 0 1y x�� �� �b , òî ëåâàÿ
÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ
÷àñòü íåîòðèöàòåëüíà – ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè 0 < y < 1 è 1x �r , òî ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü íåïîëî-
æèòåëüíà, ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü õ > y > 1. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ëîãàðèôìû
ïîëîæèòåëüíû. Ñëîæèì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è
ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìå-
òè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì:

�� �	2 2lg x y� ��

�� �	 �� �	 lg
lg lg lg lg

lg
x

x y x y x y
y

�� �� �� � �� �– �� �r

�� �	2 22 lg 2 lg lgx x x�r �� �� .

Îòñþäà 2 2 2x y x� �r , ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì y
íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, Íåçíàéêà íå ñìîæåò ïîäîáðàòü ÷èñëà õ
è y, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîâðåìåííî îáîèì
óðàâíåíèÿì ñèñòåìû.
3. Äà, ìîæåò.
Ïåðâûé ñïîñîá.  Äîêàæåì, ÷òî Íèðî Âóëüô çàâå-
äîìî ñìîæåò íàéòè ïðåñòóïíèêà çà 12 äíåé.
Ëþäåé, çàìåøàííûõ â äåëå, áóäåì íàçûâàòü ïî-
äîçðåâàåìûìè . Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç 80 ïîäî-
çðåâàåìûõ ñâîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ( a, b, c,
d) èç ÷åòûðåõ íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ öèôð
a, b, c è d, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ 0, 1 èëè 2. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó
âñåãî òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ 43 81�� . Ïóñòü â
äåíü ðàññëåäîâàíèÿ ïîä íîìåðîì k ( k = 1, 2, ...
..., 12) Íèðî Âóëüô ïðèãëàñèò ê ñåáå òåõ è
òîëüêî òåõ ïîäîçðåâàåìûõ, íàáîð öèôð êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåò k-ìó èç ðàâåíñòâ: a = 0, a = 1, a =
= 2, b = 0, b = 1, b = 2, c = 0, c = 1, c = 2, d = 0,
d = 1, d = 2. Òîãäà â îäèí èç ýòèõ äíåé îí
ïðèãëàñèò ê ñåáå ñâèäåòåëÿ, íî ïðè ýòîì íå
ïðèãëàñèò ïðåñòóïíèêà, òàê êàê èõ íàáîðû îòëè-
÷àþòñÿ õîòÿ áû â îäíîé öèôðå. Çíà÷èò, ïðåñòóï-
ëåíèå áóäåò ðàñêðûòî çà 12 äíåé.
Âòîðîé ñïîñîá.  Ïîêàæåì, ÷òî Íèðî Âóëüô ñìî-
æåò íàéòè ïðåñòóïíèêà äàæå çà 9 äíåé. Äëÿ
ýòîãî ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïîäîçðåâàåìîìó ñâîé
êîä – óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç äåâÿòè öèôð,
÷åòûðå èç êîòîðûõ åäèíèöû, à ïÿòü íóëè (ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê âñåãî òàêèõ êîäîâ

4
9 126 80C �� �� ).

Ïóñòü Íèðî Âóëüô â k-é äåíü ( k = 1, 2, ..., 9)
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ïðèãëàñèò ê ñåáå òåõ è òîëüêî òåõ ïîäîçðåâàå-
ìûõ, k-ÿ öèôðà êîäà êîòîðûõ ðàâíà 1. Ïîñêîëü-
êó âñå êîäû ñîäåðæàò ðîâíî ïî 4 åäèíèöû,
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî m îò 1 äî 9, ÷òî íà m-ì
ìåñòå ó ñâèäåòåëÿ ñòîèò åäèíèöà, à ó ïðåñòóïíè-
êà – íîëü. Çíà÷èò, â m-é äåíü ñâèäåòåëü áóäåò
ïðèãëàøåí ê Íèðî Âóëüôó áåç ïðåñòóïíèêà, è
ïðåñòóïëåíèå áóäåò ðàñêðûòî.
Êîììåíòàðèé.  Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì, èñïîëüçîâàí-
íûì âî âòîðîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî çà 12 äíåé äåòåêòèâ ñìîæåò ðàñêðûòü
äåëî, åñëè â íåì çàìåøàíû íå áîëåå 6

12 924C ��
ïîäîçðåâàåìûõ.
Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà òî÷íàÿ, ÷òî âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåãî ôàêòà. Ïóñòü A – ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà. Ðàññìîòðèì òàêîå ïîäìíîæåñòâî B ìíîæå-
ñòâà A, ÷òî íèêàêèå äâà ýëåìåíòà èç B íå âëîæå-
íû äðóã â äðóãà (òàêîå ïîäìíîæåñòâî B íàçûâà-
åòñÿ àíòèöåïüþ ). Äîêàçàííàÿ â 1928 ãîäó òåîðå-
ìà Øïåðíåðà óòâåðæäàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò ñîäåðæàòü B, ðàâíî

2n
nC �© �¸�ª �¹. Çäåñü 2n�© �¸�ª �¹ îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öå-

ëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 2n .
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ïîäîçðåâàåìûõ, ñðåäè êîòîðûõ çàâåäîìî ìîæ-
íî âûÿâèòü ïðåñòóïíèêà çà n äíåé, ðàâíî 2n

nC �© �¸�ª �¹.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç ïîäîçðå-
âàåìûõ êîä èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n, â êîòî-
ðîì íà k-ì ìåñòå ñòîèò 1, åñëè â k-é äåíü îí áûë
ïðèãëàøåí ê Íèðî Âóëüôó, è 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Òàêîé êîä îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîä-
ìíîæåñòâî äíåé, â êîòîðûå ïîäîçðåâàåìûé ïî-
áûâàë ó äåòåêòèâà. ×òîáû äåëî áûëî ðàñêðûòî,
â êàêîé-òî äåíü ñâèäåòåëü äîëæåí ïîáûâàòü ó
Íèðî Âóëüôà áåç ïðåñòóïíèêà. Ýòî ïðîèçîéäåò,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k ( k = 1, 2, ..., n),
÷òî íà k-ì ìåñòå â êîäå ñâèäåòåëÿ ñòîèò 1, à â
êîäå ïðåñòóïíèêà ñòîèò 0. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
êîäîâ, ïðè êîòîðîì ýòî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, â
ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Øïåðíåðà êàê ðàç ðàâ-
íî 2n

nC �© �¸�ª �¹ (ïðè ýòîì â êàæäîì êîäå áóäåò ðîâíî

2n�© �¸�ª �¹ åäèíèö).
Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ñäåëàòü è òà-
êîé âûâîä: ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äíåé, çà êîòîðîå
ìîæíî çàâåäîìî âûÿâèòü ïðåñòóïíèêà ñðåäè 80
ïîäîçðåâàåìûõ, ðàâíî äåâÿòè, òàê êàê çà 8 äíåé
ïðåñòóïíèêà ìîæíî íàéòè ëèøü ñðåäè íå áîëåå

4
8C  = 70 ÷åëîâåê.

4. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðøèíû A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæå-
íû â óêàçàííîì ïîðÿäêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå
(ðèñ.14). Îáîçíà÷èì ÷åðåç K  è L  ñåðåäèíû îò-
ðåçêîâ BC  è CE  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

90DKC CLA�• �� �• �� �o  è 60CDK ACL�• �� �• �� �o .

Ñëåäîâàòåëüíî,

tg 60 3
CK AL
DK CL

�� �� �o �� .

Çíà÷èò, åñëè âåêòîð DK
uuuur

 ïîâåðíóòü íà 90�o
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à çàòåì óìíîæèòü íà

3 , òî ïîëó÷èòñÿ âåêòîð, ðàâíûé âåêòîðó CK
uuuur

.
Àíàëîãè÷íî, åñëè âåêòîð CL

uuur
 ïîâåðíóòü íà 90�o

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à çàòåì óìíîæèòü íà
3, òî ïîëó÷èòñÿ âåêòîð, ðàâíûé âåêòîðó AL

uuur
.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè äëÿ òðåóãîëüíèêà
BCE èìååì CK LF��

uuuur uuur
 è KF CL��

uuuur uuur
. Ïîýòîìó ïðè

ïîâîðîòå íà 90�o ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è ïîñ-
ëåäóþùåì óìíîæåíèè íà 3  âåêòîð DK

uuuur
 ïå-

ðåéäåò â ðàâíûé âåêòîðó LF
uuur

, âåêòîð KF
uuuur

 – â
ðàâíûé âåêòîðó AL

uuur
. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð

DF DK KF�� ��
uuuur uuuur uuuur

 ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïå-
ðåéäåò â ðàâíûé âåêòîðó AF AL LF�� ��

uuur uuur uuur
. Çíà-

÷èò, âåêòîðû DF
uuuur

 è AF
uuur

 ïåðïåíäèêóëÿðíû, ò.å.

90AFD�• �� �o. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
5. 2 è 5.
Çàíóìåðóåì ñòðîêè (ñíèçó ââåðõ) è ñòîëáöû
(ñïðàâà íàëåâî) ÷èñëàìè îò 0 äî 2016, à ÷åðåç

,i ja  îáîçíà÷èì öèôðó, ñòîÿùóþ íà ïåðåñå÷åíèè
i -é ñòðîêè è j -ãî ñòîëáöà. Ïðè òàêîé íóìåðàöèè
ñòðîê è ñòîëáöîâ öèôðû ðàññìàòðèâàåìûõ ÷è-
ñåë, ñòîÿùèå â ìëàäøèõ ðàçðÿäàõ, èìåþò ìåíü-
øèé íîìåð ñòðîêè (ñòîëáöà).
Åñëè ÷åðåç iv  îáîçíà÷èòü ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå
öèôðàìè i -é ñòðîêè, à ÷åðåç jw  – ÷èñëî, çàïè-
ñûâàåìîå öèôðàìè j -ãî ñòîëáöà, òî iv ��

2016

,
0

10 ,j
i j

j

a
��

�� �¤  
2016

,
0

10i
j i j

i

w a
��

�� �¤ .

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îïèñàííàÿ â óñëîâèè çàäà-
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Ðèñ. 15

ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
2017 ÃÎÄÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹5)

ÂÒÎÐÎÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

7 êëàññ

1. 1

2

5 ì ñ
t

v u
t

�$
�$

= = , 
2 2

1 300 ì
2

v u
l t

u
�$

-
= = .

2. min
19

95 c
43

s
t

v
= = .

3. Ñêîðîñòü áûñòðî äâèæóùåãîñÿ ïîðøíÿ

1
7
6

v v= , à ìåäëåííî äâèæóùåãîñÿ 2
1
6

v v= .

4. 1,8 êãM » .

8 êëàññ

1. 1 2
cp1

15 9
24

�R �R
�R

+
= , åñëè ñíà÷àëà áûñòðåå äâè-

æåòñÿ ëåâûé ïîðøåíü, è 1 2
cp2

9 15
24

�R �R
�R

+
= , åñëè

ñíà÷àëà áûñòðåå äâèæåòñÿ ïðàâûé ïîðøåíü.
2. 1) 1 60 ct = , 2 90 ct = , 3 120 ct = ; 2) ñì.
ðèñ.15.

÷è ñèòóàöèÿ âîçìîæíà äëÿ p = 2 è p = 5. Ïóñòü,
íàïðèìåð, , 1i ja ��  ïðè âñåõ , 1i j �r  (ýòè öèôðû
ìîæíî âûáðàòü è ëþáûìè äðóãèìè), 0,2016 1a �� ,
à îñòàëüíûå öèôðû ðàâíû p. Òîãäà âñå ÷èñëà,
÷èòàåìûå ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì, êðîìå 2016w ,
çàêàí÷èâàþòñÿ íà p è, êàê ñëåäñòâèå, äåëÿòñÿ íà
p, à 2016w  çàêàí÷èâàåòñÿ íà 1 è ïîýòîìó íà p íå
äåëèòñÿ.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ äðóãèõ p îïèñàí-
íàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà. Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâ-
íîå, ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

2016

,
, 0

10i j
i j

i j

S a��

��

�� �¤ .

Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà ðàâíà
2016 2016 2016

,
0 0 0

10 10 10i j i
i j i

i j i

S a v
�� �� ��

�� ���¤ �¤ �¤ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àåì

2016

0

10j
j

j

S w
��

�� �¤ .

Åñëè âñå ÷èñëà iv , jw  ( i , j  = 0, 1, 2, ..., 2016),
êðîìå îäíîãî, äåëÿòñÿ íà p, à îñòàâøååñÿ íà p íå
äåëèòñÿ, òî â îäíîé èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñóìì âñå
ñëàãàåìûå äåëÿòñÿ íà p (çíà÷èò, S äåëèòñÿ íà p),
à â äðóãîé ñóììå âñå ñëàãàåìûå, êðîìå îäíîãî,
äåëÿòñÿ íà p, à îñòàâøååñÿ, â ñèëó âçàèìíîé
ïðîñòîòû p è ñòåïåíåé äåñÿòêè, íà p íå äåëèòñÿ
(çíà÷èò, S íå äåëèòñÿ íà p). Ïðîòèâîðå÷èå.

3. 1) Ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè

ïðè 0 1 êã
F

m m
g

< = = . 2) Öåíòð ìàññ íåîäíî-

ðîäíîãî ãðóçà äîëæåí íàõîäèòüñÿ íà îäèíàêî-
âûõ ðàññòîÿíèÿõ îò íèòåé, íà êîòîðûõ âèñèò
ýòîò ãðóç. 3) Ñèëà òðåíèÿ íàïðàâëåíà ââåðõ è
ðàâíà 1 1 7 HF m g= = .

4. 1) 
( )1 2

0
0,8

154 êã ñ
W W

m m
Q

+
= » ;

2) 
( )

1

1 2

100% 17,85%
0,8

W
W W

�H= × »
+

;

3) 
( )10,3 0,8 100%

816,5 ë ñ
W

M
L

�H×
= » ;

4) 1974 ÌÂòW » .

9 êëàññ

1. 1) Ñêîðîñòü
êâàäðîêîïòåðà ðàâ-

íà u sin
2
v

v �A= =  è

íàïðàâëåíà íà çà-

ïàä ïîä óãëîì 30°
ê ãîðèçîíòó (ðèñ.
16). 2) Ñêîðîñòü

ðàâíà u
3

v
=  è íà-

ïðàâëåíà íà çàïàä
ïîä óãëîì 60°  ê
ãîðèçîíòó.
2. 1) Ãëóáèíà ïî-
ãðóæåíèÿ ïðàâîãî
êóáèêà óìåíüøèòñÿ

íà 
2
5 40
ma a

h
M

�$ = = ;

2) í 5 80
mg Mg

F�$ = = , 
2

5 40
mg Mg

Fg�$ = = ;

3) 
5

16
m M< .

3. 
( )
( )

ë â 2 ëB

Ï ë â 1 ë

3
1,85

3

c tv
v c t

�R �R �L�R

�R �R �L�R

+ +
= »

+ +
.
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4. 3 800 ÎìR = , R = 500 Îì (ñõåìà îììåòðà
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 17).

10 êëàññ

1. max 2
u L

s
v

=  ïðè 2u v<  è 
2

max 1
v

s L
u

æ ö= - ç ÷è ø

ïðè 2u v³ .

2. 
2

3
v

Q m gH
æ ö

= +ç ÷è ø
 (âîñïîëüçóéòåñü çàêîíîì

èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè è çàêîíîì ñî-
õðàíåíèÿ èìïóëüñà â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëü-
íîå íàïðàâëåíèå).

3. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû óìåíüøè-

ëàñü íà 
3

3
ï

1 2
71,5 10  Äæ

2 3 2
gLa

E
�R

�$ -æ ö
= - » ×ç ÷è ø

.

4. Äëÿ òîãî ÷òîáû â ñîñòîÿíèè 3 äîñòèãàëàñü
ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà çà âåñü öèêë,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ýòîé òî÷êå èçîòåðìà êàñà-
ëàñü ãðàôèêà ïðîöåññà 3–1. Ýòî âîçìîæíî ïðè
òîì óñëîâèè, ÷òî äàâëåíèå â ñîñòîÿíèè 3 íå
ìåíüøå íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 3 minp .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ïðîöåññ,
èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 18, ïðè íåêîòîðîì

0V W< , è íàéäåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òåìïåðà-
òóðà ãàçà â ýòîì ïðîöåññå ïîâûøàåòñÿ èëè ïîíè-
æàåòñÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðîöåññà:

( ) 0
0

W V
p V p

W V
-

=
-

.

Äëÿ ìàëîãî ó÷àñòêà ïðîöåññà, íà êîòîðîì ãàç
ðàñøèðÿåòñÿ îò îáúåìà V  äî V V�$+ , äàâëåíèå
èçìåíÿåòñÿ îò p äî p p�$+ , ïðè÷åì

0

0

p
p V

W V
�$ �$= -

-
.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

Ðèñ. 17

pV RT�N= , ïîëó÷àåì

0
0

2W V
R T p V V p p V

W V
�N �$ �$ �$ �$

-
= + =

-
.

Ñëåäîâàòåëüíî, òåìïåðàòóðà ãàçà ïîâûøàåòñÿ
( )0T�$ >  ïðè V  < 2W  è ïîíèæàåòñÿ ( )0T�$ <
ïðè V  > 2W , ò.å. èçîòåðìà êàñàåòñÿ ãðàôèêà
ðàññìàòðèâàåìîãî ëèíåéíîãî ïðîöåññà â òî÷êå
A, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îáúåìó 2W  (ðèñ.19).
Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê 0 AW  ðàâíîáåäðåí-
íûé.

Ïóñòü òî÷êà 3 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíîìó çíà÷åíèþ äàâëåíèÿ 3 minp , ïðè÷åì â
ýòîé òî÷êå èçîòåðìà êàñàåòñÿ ãðàôèêà ïðîöåññà
3–1. Òîãäà (ðèñ.20) òðåóãîëüíèê 0 3W  ðàâíî-

áåäðåííûé, 32W V=  è 4 1 3 12V W V V V= - = - .
Òàê êàê ïðîöåññ 1–2 èçîòåðìè÷åñêèé è ó÷àñòîê
2–3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ïðîïîðöèî-
íàëüíóþ çàâèñèìîñòü, òî

1 1 2 2p V p V=  è 1 2

4 2

p p
V V

= ,

îòêóäà
2

1 2
2

4 1

V p
V p

=  è 
2

3 4 2
2

4 1

2V V p
V p

-
= .

Ñëåäîâàòåëüíî,
2 2

3 1 2
2

4 12

V p p
V p

+
= ,

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
2 2

3 1 2
3 3 min 1

4 12

V p p
p p p

V p
+

³ = = .
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äîëæåí ñäåëàòü öåëîå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã
ñâîåé îñè ñèììåòðèè çà âðåìÿ, êðàòíîå ïåðèîäó

1T  îáðàùåíèÿ êîíóñà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî âåðøèíó).
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ãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîðû íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè è èçìåíåíèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû ñîâïà-
äàþò ïî íàïðàâëåíèþ, à ìîäóëü âåêòîðà èçìåíå-
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(ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå íàëè÷èåì âîäÿíûõ ïàðîâ
â öèëèíäðå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü).
2) ( )2 1 1 1 10,1 3,6 êÏàp p p p p�$= + = + - = .
3) Íåò, íåâåðíî (êîëè÷åñòâà òåïëîòû, êîòîðîå
âûäåëèòñÿ ïðè êîíäåíñàöèè ÷àñòè ïåðåñûùåííî-
ãî ïàðà, íå õâàòèò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàãðå-
âàíèÿ îñòàâøåãîñÿ ïàðà è àðãîíà).
5. Ïóñòü ïîòåíöèàë ïåðâîé òî÷êè ðàâåí íóëþ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëû âåðøèí ìíîãîóãîëüíè-
êà îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:

( )1 2 0 3 0 00, , 2 ,..., 1NU U N U�J �J �J �J= = = = - .

Îáîçíà÷èì ïîòåíöèàë òî÷êè S ÷åðåç S�J . Îïðå-
äåëèâ ýòîò ïîòåíöèàë, ìû ðåøèì çàäà÷ó.
Ïåðâûé âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò (áåç ó÷åòà çíà-
êà) 1 1SU �J �J= - , à äåñÿòûé – 10 10SU �J �J= - .
Ðàçíîñòü ïîêàçàíèé ýòèõ âîëüòìåòðîâ ðàâíà

1 10 10 1 09U U U U�$ �J �J= - = - = .

Äëÿ òîêà, òåêóùåãî ÷åðåç k-é âîëüòìåòð, ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî
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Åñëè òîê ïîëîæèòåëüíûé – îí âòåêàåò â óçåë S,
ãäå ñîåäèíÿþòñÿ âñå âîëüòìåòðû. Åñëè îòðèöà-
òåëüíûé, òî íàîáîðîò – èñòåêàåò èç ýòîãî óçëà.
Î÷åâèäíî, ñóììà âñåõ ýòèõ òîêîâ äîëæíà áûòü
ðàâíà íóëþ:
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Â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòîèò ñóì-
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Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë òî÷êè S:

01008S U�J = .

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé âîëüòìåòð ïîêàçûâàåò
01008U , âòîðîé ïîêàçûâàåò 01007U  è ò.ä.

(çíàê ìû çäåñü íå ó÷èòûâàåì, òàê êàê ñ÷èòàåì,
÷òî êàæäûé âîëüòìåòð ïîäêëþ÷åí â íóæíîé ïî-
ëÿðíîñòè). Äëÿ ïîêàçàíèé N-ãî âîëüòìåòðà
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

( ) 01009NU N U= - .

Èòàê: 1) 1 10 09U U�$ - =  ;

2) ( ) 01009NU N U= - ;  3) 0 1009N = .






