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7 класс Дерево

Напомним определения, которые у нас уже были.
Граф — это набор из вершин и рёбер. Каждое ребро соединяет две вершины. Вершины изобража-
ются как точки, а рёбра — как прямые или кривые линии.
Ребро называется петлёй, если оно соединяет вершину с этой же вершиной.
Ребро называется кратным, если есть ещё одно ребро, соединяющее эти же вершины. Количество
рёбер, соединяющих эти вершины, называется кратностью ребра.
Путь — это последовательность вершин и рёбер, где каждое ребро соединяет предыдущую вершину
со следующей (вершина–ребро–вершина–ребро–...–ребро–вершина).
Граф называется связным, если любые две его вершины связаны путём (то есть всегда существует
путь от первой вершины до второй).
Цепь — это путь, в котором не повторяются рёбра.
Цикл — это цепь, в которой последняя вершина отсутствует, а последнее ребро входит в первую
вершину.
Простая цепь — это цепь, в которой не повторяются вершины.
Простой цикл — это цикл, в котором не повторяются вершины.

Ниже — одно новое определение!
Дерево — это связный граф без циклов.

Во всех задачах подразумевается, что в дереве есть хотя бы одно ребро. Рекомендуется решать задачи
по порядку.

1. а) Докажите, что граф, в котором каждые две вершины соединены ровно одной цепью, является
деревом.
б) Докажите, что в дереве каждые две вершины соединены ровно одной цепью.

2. Докажите, что при удалении любого ребра дерево превращается в несвязный граф.

3. Вершина графа называется концевой (или висячей), если из неё выходит ровно одно ребро. Верно
ли, что в любом дереве есть
а) хотя бы одна концевая вершина?
б) хотя бы две концевые вершины?
в) хотя бы три концевые вершины?

4. Докажите, что из любого дерева можно удалить вершину вместе со всеми выходящими из неё
рёбрами так, чтобы получилось дерево (возможно, из одной вершины).

5. а) Докажите, что любое дерево с n вершинами содержит n− 1 ребро.
б) Докажите, что любой связный граф, содержащий n вершин и n− 1 ребро, является деревом.

Дополнительные задачи
6. В некоторой стране 30 городов, причем каждый соединен с каждым дорогой. Какое наибольшее
число дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из любого города можно было добраться в любой
другой по дорогам?

7. Если граф G′ содержит все вершины графа G и некоторые из его рёбер и является деревом,
то граф G′ называется остовным деревом графа G. Докажите, что у любого связного графа есть
остовное дерево.

8. Докажите, что из любого связного графа можно удалить вершину вместе со всеми выходящими
из неё рёбрами так, чтобы он остался связным.


